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ABSTRACT
A c l o s e d  s u b s e t  K o f  a  s e p a r a b l e  m e t r i c  s p a c e  X 
i s  s a i d  t o  b e  a  Z - s e t  i n  X i f  f o r  e a c h  n o n - e m p t y  homo- 
t o p i c a l l y  t r i v i a l  o p e n  s e t  U i n  X,  U\K i s  n o n - e m p t y  and  
h o m o t o p i c a l l y  t r i v i a l .  Z - s e t s  h a v e  p l a y e d  an  i m p o r t a n t  r o l e  
i n  t h e  s t u d y  o f  many i n f i n i t e  d i m e n s i o n a l  s p a c e s ,  e s p e c i a l l y  
,  s ,  Q a n d  m a n i f o l d s  m o d e l e d  on t h e s e  s p a c e s .
I n  C h a p t e r  I  we d i s c u s s  some o f  t h e  known p r o p e r t i e s  
o f  Z - s e t s  a n d  s t a t e  some o f  t h e i r  m ore  i m p o r t a n t  a p p l i c a t i o n s .  
I n  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  p a p e r ,  we c o n s i d e r  tw o  f u r t h e r  
p r o p e r t i e s  r e l a t e d  t o  Z - s e t s .
I n  C h a p t e r  I I  we a r e  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  Z - s e t
a b s o r p t i o n  p r o p e r t y .  A s u b s e t  M o f  a s e p a r a b l e  m e t r i c
s p a c e  X i s  s a i d  t o  h a v e  t h e  Z- s e t  a b s o r p t i o n  p r o p e r t y  i n  X
i f  M = U... M. w h e re  i > o  i
( 1 )  f o r  e a c h  i > o  , i s  a  Z - s e t  i n  X ;
( 2 ) f o r  e a c h  i > o  , ; a n d
( 3 )  f o r  e a c h  Z - s e t  A i n  X , f o r  e a c h  c l o s e d  s u b s e t  
B o f  A w i t h  BcrM a n d  f o r  e a c h  o p e n  ( i n  X) c o v e r  H o f  A ,  
t h e r e  e x i s t s  a hom eom orph ism  h o f  X o n t o  i t s e l f  s u c h  
t h a t  h (A )  c : M ,  h |  B = i d  a n d  h i s  l i m i t e d  b y  K .
T h i s  p r o p e r t y  i s  s i m i l a r  t o  t h e  c o m p a c t  a b s o r p t i o n  p r o p e r t y ,
iv
i n t r o d u c e d  b y  A n d e r s o n  i n  [ 5 ] ,  e x c e p t  t h a t  t h e  s e t s  u n d e r  
c o n s i d e r a t i o n  h e r e  a r e  J u s t  Z - s e t s ,  w h ic h  i n  F - m a n i f o l d s  
n e e d  n o t  b e  c o m p a c t .  I n  t h i s  c h a p t e r  we p r e s e n t  some 
e x a m p l e s  o f  s e t s  w i t h  t h e  Z - s e t  a b s o r p t i o n  p r o p e r t y  a n d  
p r o v e  t h e o r e m s  w h ic h  a r e  a n a l o g o u s  t o  t h e o r e m s  p r o v e d  f o r  
s e t s  w i t h  t h e  c o m p a c t  a b s o r p t i o n  p r o p e r t y .
I n  C h a p t e r  I I I  we d e t e r m i n e  w h i c h  t o p o l o g i c a l l y  
c o m p l e t e  s e p a r a b l e  m e t r i c  s p a c e s  a r e  a b s o l u t e  Z - s e t s ;  t h a t  
I s ,  h a v e  t h e  p r o p e r t y  t h a t  t h e  im age  o f  a n y  c l o s e d  e m b e d d in g  
o f  t h e  s p a c e  i n t o  Jig i s  a  Z - s e t  i n  4 g  * 0 u r  m a ln  r e s u l t  
o f  t h i s  c h a p t e r  I s  t h e  f o l l o w i n g .
T h e o re m  3 - 1 *  L e t  X b e  a t o p o l o g i c a l l y  c o m p l e t e  
s e p a r a b l e  m e t r i c  s p a c e .  T h en  X I s  an  a b s o l u t e  Z - s e t  i f  
and  o n l y  I f  X i s  a - c o m p a c t .
v
CHAPTER I  
INTRODUCTION
A c l o s e d  s u b s e t  K o f  a  s e p a r a b l e  m e t r i c  s p a c e  X 
i s  s a i d  t o  b e  a Z - s e t  i n  X ( o r  t o  h a v e  P r o p e r t y  Z i n  X) 
p r o v i d e d  t h a t  f o r  a n y  n o n - e m p t y  h o m o t o p i c a l l y  t r i v i a l  open  
s e t  U i n  X, U\K i s  n o n - e m p t y  a n d  h o m o t o p i c a l l y  t r i v i a l .  
(A s e t  V i s  h o m o t o p i c a l l y  t r i v i a l  i f  e a c h  map o f  t h e  
b o u n d a r y  Sn “ ^  o f  an n - b a l l  Bn ( n ; > l )  i n t o  V can  b e  
e x t e n d e d  t o  a  map o f  Bn i n t o  V ) .  Thus  t h e  r e m o v a l  o f  a 
Z - s e t  d o e s  n o t  a f f e c t  t h e  ( t r i v i a l )  h o m o to p y ,  e i t h e r  g l o b a l  
o r  l o c a l ,  o f  t h e  s p a c e .  We a l s o  o b s e r v e  t h a t  t h e  p r o p e r t y  
o f  b e i n g  a  Z - s e t  i s  t o p o l o g i c a l .  W h i l e  n o n - e m p t y  Z - s e t s  
do  n o t  o c c u r  a t  a l l  I n  n - d i m e n s i o n a l  E u c l i d e a n  s p a c e ,  a n y  
c l o s e d  s u b s e t  o f  t h e  b o u n d a r y  o f  an n - m a n i f o l d  i s  a Z - s e t  
i n  t h e  m a n i f o l d .  S i n c e  t h e s e  s e t s  a l r e a d y  h a v e  t h e  u n i q u e  
c h a r a c t e r i s t i c  o f  b e i n g  a  s u b s e t  o f  t h e  b o u n d a r y  a n d  s i n c e  
v a r i o u s l y  a r i s i n g  s u b s e t s  o f  i n f i n i t e  d i m e n s i o n a l  s p a c e s  
h a v e  b e e n  a d e q u a t e l y  d e s c r i b e d  o n l y  i n  t e r m s  o f  Z - s e t s ,  i t  
i s  p r o p e r  t o  c o n s i d e r  Z - s e t s  a s  e s s e n t i a l l y  i n f i n i t e  
d i m e n s i o n a l  p h e n o m e n a .
L e t  s d e n o t e  t h e  c o u n t a b l e  i n f i n i t e  p r o d u c t
o f  t h e  o p e n  I n t e r v a l s  1^  = ( - 1 , 1 ) ,  a n d  r e g a r d  t h e  
H i l b e r t  Cube ,  Q, a s  t h e  c o u n t a b l e  i n f i n i t e  p r o d u c t  n iNQI ^
2o f  t h e  c l o s e d  i n t e r v a l s  1^  = [ - 1 , 1 ] ,  N o te  t h a t  s i s  a
s u b s e t  o f  Q . A l s o ,  i f  d e n o t e s  t h e  s p a c e  o f  s q u a r e
summable  s e q u e n c e s  o f  r e a l s  w i t h  t h e  n o rm  t o p o l o g y ,  t h e n  by
[ 1 ] ,  s a n d  Jig a r e  h o m e o m o r p h i e . I n  f a c t ,  i t  h a s  b e e n
shown a s  a  r e s u l t  o f  w o r k  b y  B e s s a g a  a n d  P e l c z y n s k i  [ 9 ] j
K adee  [ 1 8 ]  a n d  A n d e r s o n  [ 1 ]  t h a t  a l l  s e p a r a b l e  i n f i n i t e
d i m e n s i o n a l  F r e c h e t  s p a c e s  a r e  h o m e o m o rp h ie  t o  s , w h e re
b y  a  F r e c h e t  s p a c e  we mean a  l o c a l l y  c o n v e x  c o m p l e t e  l i n e a r
m e t r i c  s p a c e .  T h u s ,  a s  i n  [ 8 ] ,  we d e f i n e  a  F r e c h e t  m a n i f o l d
( o r  F- m a n i f o l d ]  t o  b e  a  s e p a r a b l e  m e t r i c  s p a c e  h a v i n g  an
o p e n  c o v e r ,  e a c h  e l e m e n t  o f  w h i c h  i s  h o m e o m o rp h ie  t o  s .
A l s o ,  a s  i n  [ 1 2 ] ,  a  H i l b e r t  Cube m a n i f o l d  ( o r  Q- m a n l f o l d )
i s  a  s e p a r a b l e  m e t r i c  s p a c e  h a v i n g  an o p e n  c o v e r  w h e r e  e a c h
e l e m e n t  o f  t h e  c o v e r  i s  h o m e o m o rp h ie  t o  an  o p e n  s u b s e t  o f
Q . F o r  e a c h  i > o ,  l e t  b e  t h e  p r o j e c t i o n  f u n c t i o n  o f
*fclnj&2 , s o r  Q on i t s  I  c o o r d i n a t e  s p a c e ; t h a t  i s ,
T i ( C x n ^ n > o ^  = x i ‘ ^  s u b s e t  K o f  S>^} s o r  Q I s  s a i d  
t o  h a v e  i n f i n i t e  d e f i c i e n c y  I f  f o r  i n f i n i t e l y  many i  , t ^ ( K )  
i s  a  p o i n t .
The c o n c e p t  o f  a  Z - s e t  was  i n t r o d u c e d  b y  A n d e r s o n  
i n  [ 3 ] a s  a  m ean s  o f  g i v i n g  a  t o p o l o g i c a l  c h a r a c t e r i z a t i o n  
o f  i n f i n i t e  d e f i c i e n c y .  S i n c e  t h a t  t i m e  Z - s e t s  h a v e  b e e n  
w i d e l y  u s e d  i n  t h e  s t u d y  o f  t h e  t o p o l o g y  o f  Q
o f  m a n i f o l d s  m o d e l e d  on  t h e s e  o r  o t h e r  I n f i n i t e  d i m e n s i o n a l  
s p a c e s .  As t h i s  p a p e r  i s  c o n c e r n e d  w i t h  c e r t a i n  p r o p e r t i e s  
a n d  u s e s  o f  Z - s e t s ,  we i n c l u d e  h e r e  a  b r i e f  c o l l e c t i o n  o f
3e x a m p l e s  a n d  p r o p e r t i e s  o f  Z - s e t s  a l o n g  w i t h  some o f  t h e i r  
more  i m p o r t a n t  a p p l i c a t i o n s .
We f i r s t  g i v e  some a l t e r n a t e  d e f i n i t i o n s  o f  Z - s e t s  
w h i c h  a r e  a l l  e q u i v a l e n t  t o  t h e  o r i g i n a l  d e f i n i t i o n  i n  t h e  
c a s e  t h a t  t h e  s e p a r a b l e  m e t r i c  s p a c e  X i s  j s * Q o r  
a m a n i f o l d  m o d e l e d  o n  a n y  o f  t h e s e .
D e f i n i t i o n  1 . 1 .  K i s  a  Z - s e t  i n  X i f  K i s
c l o s e d  a n d  f o r  e a c h  n > o ,  e a c h  map o f  t h e  n - c e l l  I n i n t o  
X c a n  b e  u n i f o r m l y  a p p r o x i m a t e d  b y  maps o f  I n  i n t o  X\K .
D e f i n i t i o n  1 . 2 .  K i s  a  Z - s e t  i n  X i f  K i s
c l o s e d  a n d  f o r  e a c h  e > o t h e r e  e x i s t s  an e - s m a l l  homo- 
t o p y  o f  X o f f  K ;  t h a t  i s ,  f o r  e a c h  e > o  , t h e r e  e x i s t s  
a map H o f  X x I  i n t o  X s u c h  t h a t
H ( x , o )  = x ,  H(X x ( 1 ) )  c  x \ K  a n d  d ( H ( x , t ) , x ) <  e .
D e f i n i t i o n  1 . 3 .  K i s  a  Z - s e t  i n  X i f  K i s
c l o s e d  a n d  f o r  e a c h  x  e K, t h e r e  e x i s t s  an  o p e n  s e t
U i n  X,  x  e XSV ,  s u c h  t h a t  K n U v i s  a  Z - s e t  i n  Uv
X X  X  A
u n d e r  t h e  o r i g i n a l  d e f i n i t i o n  o f  a  Z - s e t .
T he  f o l l o w i n g  a r e  some u s e f u l  e l e m e n t a r y  e x a m p l e s
o f  Z - s e t s .  O t h e r s  may b e  d e v e l o p e d  b y  u s i n g  t h e  d e f i n i t i o n
o r  t h e  p r o p e r t i e s  1 .1  t o  1 . 4  w h ic h  f o l l o w .
E x a m p le  1 . 1 .  Any c o m p a c t  s u b s e t  o f  B ( q ) i s  a
i s  a Z - s e t  i n  Q , w h e r e  B(Q) i s  t h e  p s e u d o - b o u n d a r y  o f
4Q; i . e . ,  B(Q) = ( x  e Q: t h e r e  e x i s t s  i  > o w i t h  t ^ ( x ) = 1 o r  - 1 } .
E xam p le  1 . 2 .  Any c l o s e d  s u b s e t  o f  i n f i n i t e  
d e f i c i e n c y  i n  Q, i g ,  o r  s i s  a Z - s e t .
E x am p le  1 . 3 *  Any c o m p a c t  s u b s e t  o f  s ,  Z ^  o r  an
F - m a n i f o l d  i s  a  Z - s e t .
E x am p le  1 . 4 .  L e t  X b e  a  Q- o r  E - m a n i f o l d .  Then 
a n y  c l o s e d  s u b s e t  o f  X x  {1) i n  XX { 0 , 1 ]  i s  a  Z - s e t  i n
XX ( 0 , 1 ] ,  ( F o r  s u c h  X, X x ( 0 , 1 ]  i s  a l s o  a  Q- o r
F - m a n i f o l d )  .
Now we l i s t  s e v e r a l  e l e m e n t a r y  p r o p e r t i e s  o f  
Z - s e t s ,  some o f  w h i c h  a r e  u s e d  i n  l a t e r  p r o o f s .  I n  t h e  
f o l l o w i n g ,  l e t  X = Q, s ,  Z ^  o r  a  Q- o r  F - m a n i f o l d .
P r o p e r t y  1 . 1 .  I f  K i s  a  Z - s e t  i n  X a n d  K '  i s
a c l o s e d  s u b s e t  o f  K ,  t h e n  K '  I s  a  Z - s e t  i n  X .
P r o p e r t y  1 . 2 .  I f  K i s  a c l o s e d  s u b s e t  o f  X 
w h i c h  i s  t h e  c o u n t a b l e  u n i o n  o f  Z - s e t s  i n  X, t h e n  K i s  
a Z - s e t  i n  X .
P r o p e r t y  1 . 3 .  A c l o s e d  s e t  K i n  Q I s  a  Z - s e t
i n  Q, i f  a n d  o n l y  i f  Kfi s i s  a  Z - s e t  i n  s  .
P r o p e r t y  1 . 4 .  I f  K I s  a  Z - s e t  i n  X a n d  K '  i s
a c l o s e d  s u b s e t  o f  X, t h e n  K \K '  i s  a  Z - s e t  i n  X \ K ' .
5L e t  V(X) d e n o t e  t h e  s e t  o f  h o m eo m orp h ism s  o f  a 
s p a c e  X o n t o  i t s e l f .  T he  f o l l o w i n g  tw o  t h e o r e m s  w e r e  t h e  
f i r s t  i m p o r t a n t  r e s u l t s  i n v o l v i n g  Z - s e t s .
T h e o re m  1 . 1  [ 3 ] *  A c l o s e d  s u b s e t  K o f  X(X = s , £ g  o r  Q) 
i f  a  Z - s e t  i n  X i f  a n d  o n l y  i f  t h e r e  e x i s t s  h  e W(X) s u c h
t h a t  h ( K )  h a s  i n f i n i t e  d e f i c i e n c y  i n  X .
T h e o r e m  1 . 2  [ 3 ] .  L e t  K b e  a  Z - s e t  i n  X - s , j f c g  o r
Q and  l e t  h b e  a h o m eo m o rp h ism  o f  R i n t o  X . Then  t h e r e
e x i s t s  H e V(X) s u c h  t h a t  H]K = h  i f  a n d  o n l y  i f  h (K )
i s  a  Z - s e t  i n  X.
T h e s e  r e s u l t s  h a v e  b e e n  g e n e r a l i z e d  t o  F - m a n i f o l d s  
i n  [ 7 ]  a n d  t o  Q - m a n i f o l d s  b y  A n d e r s o n  a n d  Chapman.  We c i t e  
t h e  h om eo m o rp h ism  e x t e n s i o n  t h e o r e m  o f  [ 7 ] h e r e  a s  i t  i s
u s e d  i n  l a t e r  p r o o f s . A h o m o to p y  H o f  a  s u b s e t  K o f  X i n t o
X i s  a  c o n t i n u o u s  o n e - p a r a m e t e r  f a m i l y  o f  c o n t i n u o u s  
f u n c t i o n s  0 < t < l ,  o f  K i n t o  X s u c h  t h a t  H i s  
t h e  i n c l u s i o n  m ap .  I f  H i s  a  h o m o to p y  o f  K i n t o  X 
an d  K i s  an op en  c o v e r  o f  X , t h e n  H i s  p a t h w i s e  
l i m i t e d  b y  k  i f  f o r  e a c h  x  e K , ( x ) : 0 < t  < 1 )  i s  
c o n t a i n e d  i n  some e l e m e n t  o f  % .
T h e o re m  1 . 3  [ 7 ] -  L e t  X b e  an  F - m a n i f o l d ,  l e t
and  Kg b e  Z - s e t s  i n  X , l e t  b e  an  o p e n  c o v e r  o f  X ,
a n d  l e t  h  b e  a  hom eo m o rp h ism  o f  K^ o n t o  Kg- I f  t h e r e  
i s  a  h o m o to p y  H o f  i n t o  X s u c h  t h a t  = h  and  H i s
6p a t h w i s e  l i m i t e d  b y  V, , t h e n  h c a n  b e  e x t e n d e d  t o  
h* e (X) w h e r e  h* i s  l i m i t e d  b y  s t ^ ( K ) .
T he  n e x t  tw o  t h e o r e m s  a r e  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  
c o n c e p t  o f  " n e g l i g i b l e "  s e t s  a n d  a r e  a l s o  among t h e  e a r l y  
i m p o r t a n t  r e s u l t s  i n v o l v i n g  Z - s e t s .  N e g l i g i b i l i t y  h a s  
p l a y e d  a v i t a l  r o l e  i n  much o f  i n f i n i t e  d i m e n s i o n a l  t o p o l o g y .  
A s u b s e t  K o f  a s p a c e  X i s  s t r o n g l y  n e g l i g i b l e  i f  f o r  e v e r y  
open  c o v e r  %( o f  X , t h e r e  e x i s t s  a  hom eom orph ism  h  o f  X 
o n t o  X\K s u c h  t h a t  h  i s  l i m i t e d  b y  i . e .  f o r  e a c h
p  e X, t h e r e  e x i s t s  U e ^  s u c h  t h a t  b o t h  p a n d  h ( p )  a r e  
e l e m e n t s  o f  U .
T h e o r e m  1 . 4  [ 8 ] .  A c l o s e d  s e t  K i n  an F - m a n i f o l d  
X i s  s t r o n g l y  n e g l i g i b l e  i f  a n d  o n l y  i f  K i s  a Z - s e t  i n  X .
T h e o re m  1 - 5  [ 4 ] .  A s e t  K i n  an  F - m a n i f o l d  X i s
s t r o n g l y  n e g l i g i b l e  i f  a n d  o n l y  i f  K i s  a  c o u n t a b l e  u n i o n  
o f  Z - s e t s  i n  X .
We s a y  t h a t  (M,N) i s  a  m a n i f o l d  p a i r  i f  M and  N
a r e  b o t h  F - m a n i f o l d s  a n d  N i s  a  Z - s e t  i n  M . The
f o l l o w i n g  t h e o r e m  b y  H e n d e r s o n  i n d i c a t e s  how, u n d e r  s p e c i a l  
c o n d i t i o n s ,  N may b e  t h o u g h t  o f  a s  t h e  " b o u n d a r y "  o f  M .
I t  i s  a  s t r o n g  f o r m  o f  h i s  " o p e n  e m b e d d in g  t h e o r e m "  s i n c e  
M\N w i l l  b e  o p e n  i n  s  .
T h e o r e m  1 . 6 .  L e t  (M,N) b e  a m a n i f o l d  p a i r  s u c h  
t h a t  t h e  i n c l u s i o n  map o f  N i n t o  M i n d u c e s  a  h o m o to p y
7e q u i v a l e n c e  o f  N a n d  M . Then  t h e r e  e x i s t s  an  e m b e d d in g  
h o f  M i n t o  s  s u c h  t h a t  t h e  t o p o l o g i c a l  b o u n d a r y  o f  
h(M) i n  s i s  h (W ) .
I n  [ 5 ] A n d e r s o n  a n d  i n  [ 1 0 ]  B e s s a g a  a n d  P e l c z y n s k i  
o b t a i n e d  u s e f u l  a n d  v e r y  s i m i l a r  c h a r a c t e r i z a t i o n s  o f  
c e r t a i n  d e n s e  a - c o m p a c t  s u b s e t s  o f  t h e  H i l b e r t  Cube a n d  o f  
s e p a r a b l e  i n f i n i t e  d i m e n s i o n a l  F r e c h e t  s p a c e s .  (A s e t  I s  
g - c o m p a c t  i f  i t  i s  t h e  c o u n t a b l e  u n i o n  o f  c o m p a c t  s e t s ) .
H e r e  we u s e  t h e  t e r m i n o l o g y  o f  [ 5 l *  A s u b s e t  M o f  a  
s e p a r a b l e  m e t r i c  s p a c e  X h a s  t h e  ( f i n i t e - d i m e n s i o n a l ) c o m p a c t  
a b s o r p t i o n  p r o p e r t y , o r  ( f - d )  c a p , i n  X i f  (1)M = s
w h e r e  Mn i s  a ( f i n i t e - d i m e n s i o n a l )  c o m p a c t  Z - s e t  i n  X 
s u c h  t h a t  a n d  ( 2 )  f o r  e a c h  e  > o ,  e a c h  i n t e g e r
m > o a n d  e a c h  ( f i n i t e - d i m e n s i o n a l )  c o m p a c t  s u b s e t  K o f  
X , t h e r e  i s  an i n t e g e r  n > o a n d  an e m b e d d in g  h  o f  K i n t o  
Mn s u c h  t h a t  h |  (KflM ^)  = I d  a n d  d ( h , i d )  < e . The 
" f i n i t e  d i m e n s i o n a l i t y "  r e s t r i c t i o n  i s  u n d e r s t o o d  t o  be  
u s e d  t h r o u g h o u t  t h e  d e f i n i t i o n  o r  n o t  a t  a l l .  T h u s  we 
h a v e  tw o  s i m i l a r  p r o p e r t i e s ,  t h e  c a p  a n d  t h e  f - d  c a p .
Among t h e  e x a m p l e s  o f  s u c h  s e t s  we h a v e  B(Q,) w h i c h  i s  a 
c a p - s e t  i n  Q , s f  = [ x e  s : x  h a s  a t  m o s t  f i n i t e l y  many 
n o n - z e r o  c o o r d i n a t e s )  w h i c h  i s  a n  f - d  c a p - s e t  i n  s  , a n d  
£.j> = (x e j&2 : x  h a s  a_t m o s t  f i n i t e l y  many n o n - z e r o  c o o r d i n a t e s )  
w h i c h  i s  an  f - d  c a p - s e t  I n  j
The f o l l o w i n g  a r e  some o f  t h e  m o re  I m p o r t a n t  p r o p e r t i e s
8o f  ( f - d )  c a p - s e t s  w h i c h  a r e  g e n e r a l i z e d  i n  C h a p t e r  I I .
T h e y  a r e  r e s u l t s  o f  A n d e r s o n  [ 5 ]  o r  B e s s a g a  and  P e l c z y n s k i  
[ 1 0 ]  i n  t h e  c a s e  t h a t  X -  Q, J&2 o r  s , o f  Chapman [ 1 2 ]
i n  t h e  c a s e  t h a t  X i s  an F -  o r  Q - m a n i f o l d  a n d  o f
T o r u n c z y k  [ 2 0 ]  f o r  m ore  g e n e r a l  s p a c e s .
A - l .  I f  M a n d  N a r e  b o t h  c a p - s e t s  I n  X o r
a r e  b o t h  f - d  c a p - s e t s  I n  X a n d  H i s  an  o p e n  c o v e r  o f  X,
t h e n  t h e r e  e x i s t s  h e W(X) s u c h  t h a t  h(M) = N a n d  h 
i s  l i m i t e d  b y  .
A - 2 .  I f  M i s  an  ( f - d )  c a p - s e t  i n  X a n d  K i s  a
Z - s e t  i n  X , t h e n  M\K i s  an  ( f - d )  c a p - s e t  i n  X .
A - 3 .  I f  M i s  an ( f - d )  c a p - s e t  i n  X a n d  N i s  a
c o u n t a b l e  u n i o n  o f  c o m p a c t  Z - s e t s  i n  X s u c h  t h a t  M cW ,
t h e n  N I s  an  ( f - d )  c a p - s e t  i n  X .
I n  C h a p t e r s  I I  a n d  I I I  we s t u d y  tw o  f u r t h e r  
p r o p e r t i e s  r e l a t e d  t o  Z - s e t s .  I n  C h a p t e r  I I  we a r e  c o n c e r n e d  
w i t h  s e t s  w h i c h  h a v e  t h e  s o - c a l l e d  Z - s e t  a b s o r p t i o n  
p r o p e r t y .  T h i s  p r o p e r t y  i s  s i m i l a r  t o  t h e  c o m p a c t  a b s o r p t i o n  
p r o p e r t y  e x c e p t  t h e  s e t s  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  h e r e  a r e  J u s t  
Z - s e t s  w h ic h  i n  F - m a n i f o l d s  n e e d  n o t  b e  c o m p a c t .  I n  t h e  
H i l b e r t  Cube w h e r e  t h e  c l o s e d  s e t s  a r e  c o m p a c t ,  t h e  two 
p r o p e r t i e s  a r e  t h e  s a m e .  I n  t h i s  c h a p t e r  we d e v e l o p  
p r o p e r t i e s  w h i c h  a r e  d i r e c t l y  a n a l o g o u s  t o  A - l ,  A -2  a n d  
A-3 l i s t e d  a b o v e .  I n  C h a p t e r  I I I  we d e t e r m i n e  w h i c h  s p a c e s
9a r e  a b s o l u t e  Z - s e t s ; t h a t  i s ,  h a v e  t h e  p r o p e r t y  t h a t  t h e  
im a g e  o f  any  c l o s e d  e m b e d d in g  o f  t h e  s p a c e  i n t o  i s  a 
Z - s e t  i n  E s s e n t i a l l y  t h i s  i s  d o n e  b y  u s i n g  W on g 's
r e s u l t  [ 2 2 ]  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a  c l o s e d  s u b s e t  o f  j w h i c h  
i s  h o m e o m o rp h ie  t o  t h e  s p a c e  o f  i r r a t i o n a l s  b u t  i s  n o t  
a Z - s e t  i n  A ^  , a n d  s h o w in g  t h a t  c e r t a i n  s p a c e s  a d m i t  
c l o s e d  e m b e d d in g s  i n t o  &^  s u c h  t h a t  t h e i r  i m a g e s  c o n t a i n  
t h i s  c o p y  o f  t h e  i r r a t i o n a l s .
We now p r e s e n t  some m ore  n o t a t i o n  w h i c h  i s  u s e d  
t h r o u g h o u t  t h i s  p a p e r .  L e t  U b e  a s u b s e t  o f  a  m e t r i c  
s p a c e  ( X , d ) .  T h en  d ia m  U = s u p [ d ( x , y ) : x , y  e U ] . I f  
i s  a  c o l l e c t i o n  o f  s u b s e t s  o f  X , t h e n
m esh  (ty) = s u p { d i a m  U:U e . L e t  d  a n d  ft b e  c o l l e c t i o n s
o f  o p e n  s u b s e t s  o f  a s p a c e  X . Then  Cl i s  a  r e f i n e m e n t  
o f  ft i f  f o r  e a c h  A e £7 , t h e r e  e x i s t s  B e ft s u c h  t h a t  
A c  B . I f  A i s  a  s u b s e t  o f  X a n d  ft i s  a  c o l l e c t i o n  o f  
s u b s e t s  o f  X , t h e n  s t  (A,ft)  = U(B € ft:B n A ^ 0 }  and  
s t ( f t )  = s t ° ( f t )  = [ s t ( B , f t ) : B e  f t ) . A l s o ,  f o r  e a c h  i n t e g e r  
n > o ,  s t n (ft) = s t  ( s t n “ ^ ( f t ) ) .  L e t  <3 a n d  ft be
c o l l e c t i o n s  o f  open  s u b s e t s  o f  X . We s a y  t h a t  <3 i s  a
s t a r - r e f i n e m e n t  o f  ft i f  s t  (d )  r e f i n e s  ft . I f  ft i s  a
c o v e r  o f  X , we w i l l  r e q u i r e  t h a t  <2 a l s o  b e  a  c o v e r  o f  
X . T he  s e t  o f  p o s i t i v e  i n t e g e r s  w i l l  b e  d e n o t e d  b y  N 
an d  t h e  c l o s u r e  o f  a s e t  A w i l l  b e  d e n o t e d  b y  A o r  c l ( A ) .
CHAPTER I I  
SETS WITH THE Z-bET ABSORPTION PROPERTY
I f  V, i s  a  c o l l e c t i o n  o f  o p e n  s e t s  i n  a  s p a c e  X,
l e t  K* d e n o t e  t h e  u n i o n  o f  t h e  e l e m e n t s  o f  We s a y  t h a t
h e fc'(X) i s  l i m i t e d  b y  a c o l l e c t i o n  K o f  open  s e t s  i n  X i f
( 1 )  f o r  e a c h  x e *U*, t h e r e  e x i s t s  U e s u c h  t h a t  b o t h  x a n d
h ( x )  a r e  i n  U a n d  ( 2 )  h ( x \ l{ *  = i d .
A s u b s e t  M o f  a  s e p a r a b l e  m e t r i c  s p a c e  X i s  s a i d  
t o  h a v e  t h e  Z- s e t  a b s o r p t i o n  p r o p e r t y  ( o r  t o  b e  a  Zap- s e t ) 
i n  X i f  M = w h e r e
( 1 )  f o r  e a c h  i > o ,  i s  a  Z - s e t  i n  X $
( 2 )  f o r  e a c h  i > o ,  ; and
(3 )  f o r  e a c h  Z - s e t  A i n X , f o r  e a c h  c l o s e d  s u b s e t  B 
o f  A w i t h  B c m ,  a n d  f o r  e a c h  op en  ( i n  X) c o v e r  U o f  A, t h e r e  
e x i s t s  h e ft'(X) s u c h  t h a t  h ( A )  c  M/hJ B = I d  a n d  h  i s  l i m i t e d  
b y  U .
The c o n c e p t  o f  t h e  Z - s e t  a b s o r p t i o n  p r o p e r t y  i s  s u g g e s t e d  b y  
t h e  ( f - d )  c a p  p r o p e r t y  a s  d e s c r i b e d  i n  C h a p t e r  I  o r  b y  t h e  
s i m i l a r  c o n c e p t  o f  ( G , ^ ) - s k e l e t o n s  w h i c h  H. T o r u n c z y k  
d i s c u s s e s  i n  [ 2 0 ]  a n d  w h i c h  w e re  I n t r o d u c e d  b y  B e s s a g a  a n d  
P e l c z y n s k i  i n  [ 1 0 ] ,  I n  [ 1 2 ] ,  Chapman h a s  s t u d i e d  a p p l i c a t i o n s  
o f  ( f - d )  c a p - s e t s  t o  p r o b l e m s  c o n c e r n i n g  P -  a n d  Q - m a n i f o l d s  
u s i n g  t e c h n i q u e s  m ore  s p e c i f i c a l l y  d i r e c t e d  t o  m a n i f o l d  
q u e s t i o n s .
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I n  t h i s  C h a p t e r  we f i r s t  p r e s e n t  an e x a m p le  o f  a 
Z a p - s e t  i n  s  a n d  t h e n  f o l l o w  t h e  g e n e r a l  o u t l i n e  o f  t h e  
s t u d y  o f  ( G , * C ) - s k e l e t o n i z e d  s e t s  i n  T o r u n c z y k 1s  p a p e r  [ 2 0 ]  
i n  s t u d y i n g  t h e  p r o p e r t i e s  o f  Z a p - s e t s .  H o w ev e r ,  t h e  
( G , J O - s k e l e t o n i z e d  s e t s  a r e  c r -co m pac t  w h i l e  f o r  s ,  j&2 o r  
F - m a n i f o l d s ,  Z a p - s e t s  a r e  n o t  c r -com pac t  s o  t h a t  much o f  t h e  
a p p a r a t u s  m u s t  h e  c a r e f u l l y  r e d o n e .
S e c t i o n  2 . 1 .  P r e l i m i n a r i e s
An i s o t o p y  cp o f  a s u b s e t  D o f  a  s p a c e  X i n t o  X i s  a  
c o n t i n u o u s  o n e - p a r a m e t e r  f a m i l y  o f  ho m eo m o rp h ism s  
cpt , 0 < t  < 1 ,  o f  D i n t o  X s u c h  t h a t  cpQ i s  t h e  
I n c l u s i o n  m ap.  L e t  D b e  a  s u b s e t  o f  a  s p a c e  X, l e t  
b e  an o pen  c o v e r  o f  X a n d  l e t  cp b e  an  i s o t o p y  o f  D 
i n t o  X . T h en  cp i s  p a t h w i s e  l i m i t e d  b y  H i f  f o r  e a c h  
x e D, t h e r e  e x i s t s  U e s u c h  t h a t  { t p | . ( x ) : 0 < t < l ] c U  .
I f  cp i s  an i s o t o p y  o f  D c X  i n t o  X a n d  ° < a < b < ; i ,  
d e f i n e  t h e  i s o t o p y  c p [a ,b ]  b y
F o r  e a c h  i  > o ,  l e t  f ^  b e  a  ho m eo m orp h ism  o f  some 
s u b s e t  I k o f  a s p a c e  X i n t o  X s u c h  t h a t  •
hom eom orph ism  f  o f  D-  ^ i n t o  X, t h e n  we c a l l  f  t h e  i n f i n i t e
cp[ a , b ] t
Vo * 0 < t < a  
cp( t - a ) / ( b - a ) , a ^ t ^ b 
«Pl * b  t  <  1
I f  t h e  s e q u e n c e  ( f ^ o . . c o n v e r g e s  p o i n t w i s e  t o  a
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l e f t  p r o d u c t  o f  anc* w r i t e  1  -  L n i > o f i -  I f  f  i s
a hom eo m o rph ism  o f  a s u b s e t  D o f  s  I n t o  s , l e t  
a ( f )  = ( i e N : t h e r e  e x i s t s  x e D  w i t h  Ti ( f ( x ) ) ^  t ^ x ) ) .
An o pen  c o v e r  o f  a  s p a c e  X i s  s a i d  t o  b e  s t a r - f i n i t e  
p r o v i d e d  t h a t  t h e  c l o s u r e  o f  e a c h  e l e m e n t  o f  t h e  c o v e r  
i n t e r s e c t s  t h e  c l o s u r e  o f  o n l y  f i n i t e l y  many o t h e r  e l e m e n t s  
o f  t h e  c o v e r .  As i n  [ 8 ] ,  an  o p e n  c o v e r  A  o f  an o p e n  s u b ­
s e t  U o f  a s p a c e  X i s  s a i d  t o  b e  a n o r m a l  c o v e r  
p r o v i d e d  t h a t  w h e n e v e r  f  I s  a  hom eo m o rph ism  o f  U i n t o  
i t s e l f  w h i c h  i s  l i m i t e d  b y  Jt ,  t h e r e  i s  an e x t e n s i o n  o f  
f  t o  a  h o m eom o rp h ism  o f  X i n t o  i t s e l f  w h i c h  i s  t h e
i d e n t i t y  on X \U .  T h i s  e x t e n s i o n ,  d e n o t e d  f *  , i s  s a i d  t o
b e  t h e  n o r m a l  e x t e n s i o n  o f  f  . A s u b s e t  o f  s  o f  t h e  f o r m
n i>QJ °  I s  c a l l e d  a b a s i c  o p e n  s e t  i n  s i f  f o r  e a c h  i >  o ,
J °  i s  an  o p e n  s u b i n t e r v a l  o f  1^  = ( - 1 , 1 )  a n d  = 1^  f o r  
a l l  b u t  f i n i t e l y  many i  .
T he  f o l l o w i n g  known lem m as c o n c e r n i n g  r e f i n e m e n t s  
a r e  e m p lo y e d  i n  p r o o f s  o f  t h e o r e m s  c o n t a i n e d  i n  l a t e r  
s e c t i o n s .  The f i r s t  i s  n o n - t r i v i a l  a nd  i s  i m p l i e d  b y  
T h eo re m  1 o f  [ 8 ] .
Lemma 2 . 1 .  L e t  U b e  a n  o pen  s u b s e t  o f  s  a n d  l e t  
K b e  an  o p e n  c o v e r  o f  U . T h en  t h e r e  i s  a n  o p en  c o v e r  
Tr o f  U s u c h  t h a t :
( 1 )  i s  a  s t a r - r e f i n e m e n t  o f  ^  ;
(2 )  y  i s  a  n o r m a l  c o v e r  o f  U ; a n d
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(3 )  e a c h  e l e m e n t  o f  Tr i s  a  b a s i c  o pen  s e t  i n  s .
T he  n e x t  lemma i s  f o u n d  i n  [ 1 4 ,  p .  1 6 7 ] .
Lemma 2 . 2 .  L e t  U b e  an o p e n  c o v e r  o f  a  m e t r i c  
s p a c e  X . T hen  f o r  e a c h  n  > o , t h e r e  i s  an o pen  c o v e r  Tr 
o f  X s u c h  t h a t  s t n (^n ) i s  a  r e f i n e m e n t  o f  .
S e c t i o n  2 . 2 .  A G e n e r a l  E x am p le  o f  Z a p - s e t
I n  t h i s  s e c t i o n  we c o n s t r u c t  an e x a m p le  o f  a Z a p - s e t  
i n  s  , n o t  o n l y  t o  show t h a t  a  n i c e  one  e x i s t s ,  b u t  a l s o  
t o  p r o v i d e  some i n t u i t i o n  f o r  t h e  p r o o f s  o f  s e v e r a l  
t h e o r e m s  w h i c h  w i l l  b e  g i v e n  l a t e r .
L e t  b e  a  c o l l e c t i o n  o f  i n f i n i t e  s u b s e t s  o f
N s u c h  t h a t  ( 1 )  N \ a ^  i s  i n f i n i t e ,  ( 2 )  f o r  e a c h  i > o ,
a i + l  c  a i  a n d  ( 3 )  n i > 0a i  "  0  * F o r  e a c i l  A > o *  l e t
= (xes:Tn (x) = o for each nea^}.
T h e o r e m  2 . 1 .  I f  M = Ui >>0Mi , t h e n  M i s  a  Z a p - s e t
i n  s  .
S i n c e  f o r  e a c h  i > o ,  i s  a  c l o s e d  s e t  o f  i n f i n i t e
d e f i c i e n c y  i n  s , e a c h  i s  a  Z - s e t  i n  s (T h eo rem  1 . 1 )
a n d  s i n c e  a i + l cCLi  * we h a v e  ^ i c ^ i + l *  T h u s  t h e  f i r s t  two 
c o n d i t i o n s  i n  t h e  d e f i n i t i o n  o f  a Z a p - s e t  a r e  s a t i s f i e d .
To show t h a t  t h e  t h i r d  c o n d i t i o n  i s  a l s o  s a t i s f i e d ,  we n e e d  
s e v e r a l  lem m as w h ic h  w i l l  now b e  g i v e n .  T he  f i r s t  g i v e s  a 
c o n d i t i o n  u n d e r  w h i c h  t h e  I n f i n i t e  l e f t  p r o d u c t  o f  i s o t o p i e s
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w i l l  b e  an i s o t o p y .
Lemma 2 . 3 .  F o r  e a c h  n >  o , l e t  cpn b e  an i s o t o p y
o f  a  s u b s e t  Dn o f  s i n t o  s s u c h  t h a t  <Pj(Dn ) =
an d  = LIW i  e x i s t s .  I f  f o r  e a c h  k  e N, t h e r e
e x i s t s  n Q e N s u c h  t h a t  f o r  e v e r y  n > n Q a n d  0 < t < l  ,
i  e a (cp^) i m p l i e s  i > k  ,  t h e n  $ d e f i n e d  b y  
• t  -  LI1n > o ^  [ 1 -  l / n , l  -  l / ( n + l )  i s  an  i s o t o p y .
P r o o f ; S i n c e  f o r  e a c h  t ,  0 ^ t < l ,  i s  a  f i n i t e
c o m p o s i t i o n  o f  h o m eo m o rp h ism s  a n d  i s  a s s u m e d  t o  b e  a
ho m eo m o rph ism  o f  D-  ^ i n t o  s , we h a v e  t h a t  f o r  e a c h  t  , 
i s  a  hom eo m o rph ism  o f  i n t o  s . I t  i s  a l s o  c l e a r
t h a t  $ I s  c o n t i n u o u s  f o r  t < l .  To show c o n t i n u i t y  a t  
t = l ,  we l e t  x Q e l e t  (xm)jnv>0 b e  a s e q u e n c e  i n
w h i c h  c o n v e r g e s  t o  x Q a n d  l e t  e > o . We now f i n d  
mQ e N a n d  t Q < 1 s u c h  t h a t  f o r  a n y  n i>m Q a nd  
t > t Q, i t (xm) )  < € .
L e t  k  e W s u c h  t h a t  1 / 2 ^  < e / 3 -  By
h y p o t h e s i s ,  t h e r e  e x i s t s  n Q e N s u c h  t h a t  f o r  e v e r y  
n > n Q a n d  t , 0 < t < l ,  i  e a(cp£) i m p l i e s  i > k ,  so  t h a t  
f o r  t , t '  > t  = 1 -  lA>0 a n d  J < k  > we h a v e  t h a t
t  . ( ^ ( x ) )  =  f o r  e a c h  x  €  D l  a n d  t h u s
d ( i t ( x ) ,  $t / ( x ) )  < S“ = k  1 / 2 1 < e / 3  . S i n c e  $ t  i s  a 
ho m eo m o rph ism ,  t h e r e  e x i s t s  mQ e N s u c h  t h a t  f o r  e v e r y  
m > mQ, d ( $ t  (x m) ,  $t  ( x Q) < e / 3 -  Now f o r  a n y  m > m Q and
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t  > t Q, d ( « 1 ( x Q) ,  « t ( x m) ) < d ( # 1 (x 0 ) , « t o (xQ) )
+ d(*t (xm) ' M xtJ)  <e/ 3 +e/ 3 +e^3 =€ 'o o o
T h e r e f o r e ,  $ i s  c o n t i n u o u s  a t  t  =  1  and t h u s  i s  an
i s o t o p y .  □
T h e  n e x t  r e m a r k  a n d  lemma p r o v i d e  an i s o t o p y  w h i c h  
c a r r i e s  a  s u b s e t  o f  a  c o p y  o f  s o n t o  t h e  c o p y  b y  m eans  o f  
r o t a t i n g  c o o r d i n a t e s .
R e m ark  2 . 1 .  L e t  1° be t h e  o p e n  i n t e r v a l  ( - 1 , 1 ) .  
F o r  e a c h  t ,  0 < t < l ,  a n d  f o r  e ac h  ( o , x )  e {o} x I ° } l e t  
Yt ( o , x )  = (x  c o s  n(l-t ) / 2 ,  x s i n  11(1- t ) / 2 ) .  T h e n  y = fYt ) 0 < t< 1  
i s  an  i s o t o p y  o f  {o} x 1° i n t o  1° x 1 °  such  t h a t  
Y1 ( o , x )  = ( x , o ) .
Lemma 2 . 4 .  L e t  n e N a n d  l e t  0 b e  a n  i n f i n i t e  
s u b s e t  o f  N s u c h  t h a t  n e p .  T h e n  t h e r e  e x i s t s  an 
i s o t o p y  $ o f  ( o )  X i n t o  s u c h  t h a t
$ 1 ( [ o )  x n i> r j I °  ) = n ± > n I °  and f o r  e a c h  t ,  0  < t  < l , a ( # t ) c  p
P r o o f ; L e t  ( n i ) i > 0 be a n  i n c r e a s i n g  s e q u e n c e  o f
e l e m e n t s  o f  p s u c h  t h a t  n^ = n . F o r  e ac h  i > o  , l e t  
X. = ( j  e N : j > n  a n d  a n d  'P
i s o t o p y  d e f i n e d  b y  c p^(x ,y )  = ( x , Y ^ ( y ) )  w h e re  x  e 1°.
j i
a n d  y  = ( o , y ' )  e f  x f  . N o te  t h a t  cp-, i s  a  hom eo-
i  i +1 x 0
morphism o f  (“j >n , I j >  x (o) o n to  X f °J-
J "I
S i n c e  l i m ^ ^ c p ^  o . . . o  cp^C0 Jxn4.]_^ xn + 2 , • * ■) = ( y n ^ y n + l*  * *
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w h e r e  y . = x_ i f  j  = n ,  f o r  some 1 , a ndj  n ±+1  i
Yj = I f  J ^  n.^, we h a v e  t h a t  e x i s t s
a n d  i n  f a c t  ^ ( ( o )  x % > n ^ )  = ^ ^ n 1 !  * ^  i s  a l s o  c l e a r
t h a t  t h e  o t h e r  c o n d i t i o n  o f  Lemma 2*3 i s  s a t i s f i e d .  T hus  
$ , d e f i n e d  b y  = L n i>o 'P i  [ 1 - 1/ i , 1 - 1 / ( i + l ) ] t  i s  an
i s o t o p y  f u l f i l l i n g  t h e  r e q u i r e m e n t s  o f  t h i s  lem m a.  □
A s e t  U i s  an  m- b a s i c  o p e n  s e t  i n  s  i f  U =
O / N
w h e r e  f o r  o < i < m ,  J i  i s  an o p e n  s u b i n t e r v a l  o f  ( - 1 , 1 ) an d
f o r  i > m ,  = ( - 1 , 1 ) ,  I n  t h e  f o l l o w i n g  M i s  a s  d e f i n e d
i n  T h e o r e m  2 , 1 .
Lemma 2 . 5 . L e t  U b e  an m - b a s i c  op en  s e t  i n  s  a n d  
l e t  n > m .  Then  t h e r e  e x i s t s  an  I s o t o p y  h  o f  s i n t o  
s  s u c h  t h a t :
( 1 ) f o r  e a c h  t ,  O j < t ^ l ,  h ^ . | s \ U  = i d ;
( 2 )  f o r  e a c h  p e U, h-^fp)  e M ; a n d
( 3 ) f o r  e a c h  i  < n ,  e a c h  p  e s a n d  e a c h  t ,
^ ( h ^ p ) )  = T i ( p ) .
P r o o f : S i n c e  i n  t h e  d e f i n i t i o n  o f  M we h a v e  t h a t  
f o r  e a c h  i > o ,  a i + ]_ca j^  a n d  t h a t  = 0  > t h e n  t h e r e
e x i s t s  k  e N s u c h  t h a t  j  e i m p l i e s  j > n  . L e t
a k  = fmi ^ i > o  w h e r e  mi  < mj '  a n d  o n i y  i  < J .  As 
N\a^. i s  I n f i n i t e ,  l e t  {0j_)jv>o 1:36 a  c o l l e c t i o n  o f  p a i r w i s e
d i s j o i n t  i n f i n i t e  s u b s e t s  o f  N s u c h  t h a t  J e 0 ^ i m p l i e s
\
J > m^ a n d  = ( m ^ ) .  By Lemma 2 . 4  l e t  cp b e  an
IT
i s o t o p y  o f  Co J x n ^ m 1 ^ i n t o  s u c h  t h a t
T O "" 1 i
cp1 ( [ o ]  x n j>m I j )  = n j>m I j  a n d  f o r  e a c h  t  , a ( c p t ) c p 1 .
1 *** 1 ^
Now, a p p l y i n g  Lemma 2 . 4  a g a i n ,  f o r  e a c h  i  > o l e t  cp b e
mi - 1 0
an i s o to p y  of O, I j  X Co) X 0 , 1 °  i n t o  I., such
4 n u - l  q  o
t h a t  cpJ(nj=ra^I° x Co) x = Ilj > and f o r  each
t  , a(cp£) c  * A l s o ,  f o r  e a c h  i  > o ,  l e t
= [x  e n , >m 1 3 :  f o r  e a c h  k  > i ,  Tm ( x )  = o ]  . I f  f o r  e a c h  
“ 1 k  ,  .
i  > o a n d  e a c h  t , 0 <Ct _<l  , we l e t  if^ = ^ t ^ i  ^ en
i ^ ( D ^ )  = By o b s e r v a t i o n s  s i m i l a r  t o  t h o s e  i n  t h e
p r o o f  o f  Lemma 2 . 4 ,  i t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  ^ =
e x i s t s  a n d  i n  f a c t  \ ^ ( D ^ )  = I  j . A l s o  t h e  o t h e r
"" 1  j?
c o n d i t i o n  o f  Lemma 2 . 3  i s  s a t i s f i e d  s i n c e  a  ( )  c  3 a n d  
j  e g.  i m p l i e s  j  > mi  . T h u s  if d e f i n e d  b y  
= Lni > 0 'lii [ l - l / i , l - l / ( i + l )  ] t  i s  an i s o t o p y .
F o r  e a c h  t , 0  < t  < 1 ,  d e f i n e  o f  I j  i n t o
- 1  ^i t s e l f  b y  g^  = o if . Then  g Q = i d  a nd
gl ( n j>m = Di*  -^n ^a c t  f o r  t  /  o , t h e r e  e x i s t s
i > o  such t h a t  S t C n j ^ i p c C x e n ^ I ^ T ^ j C x )  = o f o r  
every  n e a ^ ]  .
L e t  u  b e  a map o f  s  i n t o  [ 0 , 1 ]  s u c h  t h a t  
{x e s : u ( x )  = o ]  -  S \ U .  F o r  e a c h  t ,  0 < t < l ,  d e f i n e  h^ 
o f  s i n t o  s b y  h t ( x , y )  = (X j g u ( x , y ) - t  w h e re
x e a n d  y  e I j  . Then  h i s  an I s o t o p y  o f
s i n t o  s  s u c h  t h a t :
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( 1 ) h Q = i d  s i n c e  h Q( x , y )  = ( x , g Q( y ) ) = ( x , y ) ;
( 2 )  h t | s \ U  = i d  s i n c e  ( x , y )  e s \ U  i m p l i e s  
u ( z , y )  = o a n d  t h u s  h t ( x , y )  = ( x , g Q( y ) )  = (x > y ) ;
( 3 )  f o r  e a c h  ( x , y )  e U, h 1 ( x , y )  = ( x , S u (x ^y ) ( y ) ) 6 M 
s i n c e  u ( x , y )  ^  o ; a n d
(4 )  f o r  e a c h  i  _< n ,  e a c h  p  e s a n d  e a c h  t  ,
T i ( h t ( p ) )  = T ^ f p )  s i n c e  i  < n i m p l i e s  i  < m^ .
H e n c e ,  h  i s  t h e  d e s i r e d  i s o t o p y .  □
The f o l l o w i n g  c o n v e r g e n c e  p r o c e d u r e  w h i c h  i s  T h e o re m  
2 o f  [ 8 ] i s  u s e d  i n  t h e  p r o o f  o f  T h eo re m  2 . 1 .
C o n v e r g e n c e  P r o c e d u r e  A: L e t  b e  a c o u n t a b l e
s t a r - f i n i t e  o p e n  c o v e r  o f  a  s p a c e  X . T hen  t h e r e  e x i s t s  an  
o r d e r i n g  [U^} ±>0  of> tJrie m em bers  ° f  s u c h  t h a t  f o r  a n y
s e q u e n c e  ( f ^ ) i > 0  ° f  h o m eo m orph ism s  o f  X i n t o  i t s e l f  f o r  
w h i c h  f ^  i s  t h e  i d e n t i t y  on X \U ^ ,  we h a v e  t h a t
f  = L T L ^ f .  e x i s t s .i > o  x
P r o o f  o f  T h eo re m  2 . 1 :  Now we a r e  i n  a  p o s i t i o n  t o
show t h a t  M s a t i s f i e s  t h e  t h i r d  c o n d i t i o n  i n  t h e  d e f i n i t i o n  
o f  a Z a p - s e t .  L e t  A h e  a Z - s e t  i n  s  , l e t  B b e  a 
c l o s e d  s u b s e t  o f  A s u c h  t h a t  B c  M , a n d  l e t  V, b e  an 
o pen  ( i n  s )  c o v e r  o f  A . (N o te  t h a t  A i s  a  Z - s e t  i n  tf* 
a n d  t h a t  i n  t h e  f o l l o w i n g  we u s e  o n l y  t h i s  f a c t  a nd  n o t  t h a t  
A i s  a  Z - s e t  i n  s ) . By Lemma 2 . 1 ,  l e t  ty7 b e  a  n o r m a l  
o p e n  c o v e r  o f  %(* s u c h  t h a t  i s  a  r e f i n e m e n t  o f  V, .
19
By Lemma 2 . 2 ,  l e t  & b e  an  open  c o v e r  o f  s u c h  t h a t
s t 4 (* )  I s  a r e f i n e m e n t  o f  . A p p l y i n g  Lemma 2 . 1  a g a i n ,  
l e t  It = b e  a  n o r m a l  s t a r - f i n i t e  o p e n  c o v e r  o f
^ * \ B  s u c h  t h a t  f o r  e a c h  i  > o ,  i s  a  b a s i c  open  s e t
i n  s , V± n B = 0  a n d  V i s  a  r e f i n e m e n t  o f  S .  Assume 
i r . a t  If h a s  b e e n  o r d e r e d  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  C o n v e r g e n c e  
P r o c e d u r e  A.
F o r  e a c h  i > o  , l e t  n ^  = max{n e N :V j  e V  i s  an
n - b a s i c  o p e n  s e t  a n d  0 £  0 ] . T hen  b y  Lemma 2 . 5 ,  f o r .
e a c h  i > o  , t h e r e  e x i s t s  an i s o t o p y  h 1 o f  s  i n t o  s 
s u c h  t h a t :
(1 ) f o r  e a c h  p e h i ( p )  € M 5
( 2 ) f o r  e a c h  t  , 0  < t  < 1 , h ^ | s \ V t  = i d ;  a n d
( 3 ) f o r  e a c h  n  < n^ ,  e a c h  p  e s  a n d  e a c h
t , T n ( h £ ( p ) )  =  T n ( p ) .
Now f o r  e a c h  t , 0  < t  < 1 ,  l e t  h^  = ( i (* \B)
(w h ic h  e x i s t s  b y  C o n v e r g e n c e  P r o c e d u r e  A ) .  T hen  
h = f h t ^ 0< t < l  an i s o t ° P y  o f  W*\B i n t o  i t s e l f  a s  i s
s e e n  b y  o b s e r v i n g  t h a t  d e f i n e d  on s x  [ 0 , 1 ] b y
H ^ f x j t )  = ( h ^ ( x ) , t )  h a s  t h e  p r o p e r t y  t h a t
H± | [ ( s  x [ 0 , 1 ] ) \ ( V ± x [ 0 , 1 ] ) ]  = i d  so  t h a t  H = LIl^> 0Hi  e x i s t s .  
We w i s h  t o  p r o v e  t h a t  h  i s  p a t h w i s e  l i m i t e d  b y  I f .  To do  t h i s  
we l e t  x e V ^ e ^  a n d  show  t h a t  f o r  e a c h  t , '  0< t < l ,  h^ . (x )  e V ^ .  
Assume t h a t  i s  an  m - b a s i c  open  s e t  i n  s  a n d  l e t  be  a n y
20
e l e m e n t  o f  If  . I f  V j  n £ 0 , t h e n  h a s  t h e
p r o p e r t y  t h a t  f o r  n < n^  a n d  0 < t  < 1 ,
Tn ( h ^ ( p ) )  = Tn (p)  f o r  a n y  p  e s .  H o w ev e r ,  f o r  k  < m, 
k  < n j  s i n c e  Vi  n Vj £  0  , so  t h a t  Tk ( h ^ ( p ) )  = t ic (p)  a n d
h | ( p )  e Vi  i f  p  e V ^ .  I f  V j  n Vj_ = 0 , t h e n  f o r
p  e V^,  h ^ ( p )  = p .  T hu s  "by t h e  a b o v e  a n d  t h e  f a c t  t h a t
V  i s  s t a r - f i n i t e ,  f o r  e a c h  t , 0  < t  < 1 , h ^ ( x )  e i f
x e a n d  h e n c e  h i s  p a t h w i s e  l i m i t e d  b y  If . S i n c e  f o r
e a c h  t  , h^. i s  l i m i t e d  b y  t h e  n o r m a l  c o v e r  If ,  we may 
t h i n k  o f  h^ a s  h a v i n g  b e e n  d e f i n e d  s o  a s  t o  b e  t h e  
i d e n t i t y  on B a n d  t h e r e f o r e  we may r e g a r d  h  a s  an
i s o t o p y  o f  ty* i n t o  i t s e l f  w h ic h  i s  p a t h w i s e  l i m i t e d  b y
JS< (ir i s  a  r e f i n e m e n t  o f  ■*). H e n c e  g  = h-j jA i s  a 
hom eo m o rp h ism  o f  A i n t o  M w h i c h  i s  i s o t o p i c  t o  t h e
i d e n t i t y  b y  an i s o t o p y ,  n a m e l y  h  , w h i c h  i s  p a t h w i s e  
l i m i t e d  b y  i* . A l s o  g ( A)  i s  a  Z - s e t  i n  t(* s i n c e  e a c h  
g( A)  nM± I s .  U s i n g  t h e  Hom eom orphism  E x t e n s i o n  T h e o re m  
1 .3 *  t h e r e  e x i s t s  f ’ e JV(t(*) s u c h  t h a t  f ' | A  = g  a n d  f '
i s  l i m i t e d  b y  s t ^  (if) a n d  t h u s  H* . L e t  f  b e  t h e  n o r m a l
e x t e n s i o n  o f  f '  t o  t h e  I d e n t i t y  o n  s \ K * . Then
f e ^ ( s ) ,  f ( A )  <z M , f | B  = i d  a n d  f  i s  l i m i t e d  b y  .
T h e r e f o r e ,  M I s  a  Z a p - s e t  i n  s . □
C o r o l l a r y  2 . 1 .  I f  U i s  an  open  s e t  i n  s , t h e n
U fl M i s  a  Z a p - s e t  i n  U .
P r o o f : F o r  e a c h  i  > o ,  fl U i s  a  Z - s e t  i n  U
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a n d  M n U = U-j^q n TJ). L e t  A b e  a  Z - s e t  I n  U , l e t  
B b e  a  c l o s e d  s u b s e t  o f  A w i t h  B c  M fl U a n d  l e t  % 
b e  an o p e n  c o v e r  o f  A . Then  t h e  p r o o f  o f  T h eo re m  2 . 1  
a p p l i e s  a n d  M fl U i s  a  Z a p - s e t  i n  U . □
E x a m p le  2 . 1 .  D e f i n e  f  o f  x s  i n t o  s b y  
^ O ^ y )  =  z  w h e r e  T k ( z )  =  t  k  i S  ° d d  a n d
Tk ( z ) = Tk / 2 ^ y  ^ ^  ^  ;1"s e v e n '  C l e a r l y ,  f  i s  an
e m b e d d in g  o f  s^. x s i n t o  s . F o r  e a c h  i  > o , l e t
= {2n -  l ) n> i  a n d  le-fc Mi  = f x e s : T j ( x )  = o i f  j  e a ^ J .
L e t t i n g  M = U ^ qM^ , we h a v e  t h a t  M = f ( s f x s )  a n d  b y  
T h e o re m  2 . 1 ,  M i s  a  Z a p - s e t  i n  s  .
S e c t i o n  2 . 3 »  Some B a s i c  R e s u l t s  C o n c e r n i n g  Z a p - s e t s
T he  t h e o r e m s  i n  t h i s  s e c t i o n  show t h a t  Z a p - s e t s  
h a v e  p r o p e r t i e s  w h i c h  a r e  d i r e c t l y  a n a l o g o u s  t o  t h e  
P r o p e r t i e s  A - l ,  A -2  a n d  A -3  g i v e n  i n  C h a p t e r  I .  S i n c e  
many o f  t h e  p r o o f s ,  a s  p r e s e n t e d  h e r e ,  r e q u i r e  r e s u l t s  o f  
Chapman on  Z - s e t s  a n d  t h e s e  r e s u l t s  a r e  n o t  known i n  g e n e r a l ,  
t h e s e  p r o p e r t i e s  a r e  shown o n l y  f o r  Z a p - s e t s  i n  F -  an d  
Q - m a n i f o l d s .  As we a l s o  p r o v e  t h a t  t h e  Z - s e t  a b s o r p t i o n  
p r o p e r t y  an d  t h e  c o m p a c t  a b s o r p t i o n  p r o p e r t y  a r e  e q u i v a l e n t  
i n  Q - m a n i f o l d s ,  many o f  t h e  t h e o r e m s  i n  t h i s  s e c t i o n  a r e  
s t a t e d  f o r  Z a p - s e t s  i n  F - m a n i f o l d s  o n l y .
The  n e x t  r e m a r k  i s  i m m e d i a t e  s i n c e  t h e  c o n c e p t  o f  a 
Z a p - s e t  i s  t o p o l o g i c a l .
R em ark  2 . 2 .  I f  M i s  a  Z a p - s e t  i n  a  s e p a r a b l e
m e t r i c  s p a c e  X a n d  h  i s  a  h om eo m o rp h ism  o f  X o n t o  Y,
t h e n  h(M) i s  a  Z a p - s e t  i n  Y .
E x a m p le  2 . 2 .  By a  r e s u l t  o f  [ 5 ] o r  [ 1 0 ] ,  t h e r e  i s
a h o m eo m o rp h ism  h o f  s  o n t o  j&2  s u c h  t h a t  h { s f ) =
L e t  f  b e  t h e  h o m eom o rp h ism  o f  s x  s o n t o  d e f i n e d
b y  f ( x , y )  = ( h ( x ) , h ( y ) ) .  T h e n  f ( s f x s )  = x jfc2 a n d  t h u s  
b y  R em ark  2 . 2  a n d  E x am p le  2 . 1 ,  i - ^ x X g  i s  a Z a p - s e t  i n
^ 2 X &2 *
F o r  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  c h a p t e r ,  i f  f ^ , . , . , f ^  
a r e  h o m e o m o r p h i s m s ,  we l e t  F ^  = f ^ o . - . o f ^ .  A l s o ,  i f  
H i s  a  c o v e r  o f  a s p a c e  X a n d  h  e W(X) ,  l e t  
h ( v )  = { h ( U ) : U  e k ) .
T he  f o l l o w i n g  c o n v e r g e n c e  p r o c e d u r e  i s  Lemma 1 
o f  [ 2 1 ] a n d  i s  a  m o d i f i c a t i o n  o f  t h e  i n d u c t i v e  c o n v e r g e n c e  
c r i t e r i o n  i n  [ 6 ] ,  I t ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  n e x t  lem m a,  p r o v i d e  
a  m e th o d  f o r  o b t a i n i n g  a  s e q u e n c e  o f  h o m eo m o rp h ism s  whose  
i n f i n i t e  l e f t  p r o d u c t  e x i s t s  a n d  i s  l i m i t e d  b y  a  g i v e n  
c o v e r .
C o n v e r g e n c e  P r o c e d u r e  B .  L e t  ( f>r, ) n> 0  130 a
s e q u e n c e  o f  h o m eom o rp h ism s  o f  a c o m p l e t e  m e t r i c  s p a c e  X 
o n t o  i t s e l f ,  a n d  l e t  ^  b e  a n y  o p e n  c o v e r  o f  X . I f  
f t ^ n > o  I s  a  c o l l e c t i o n  o f  o p e n  c o v e r s  o f  X s u c h  t h a t
( 1 ) s t 2 (i(0 ) i s  a  r e f i n e m e n t  o f  %( , ( 2 ) f o r  e a c h  n > o ,
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m e s h  n  < l / 2n a n d  ^  i s  a  s t a r - r e f i n e m e n t  o f
a n d  (3 ) f o r  e a c h  n > o ,  f n + i  i s  l i m i t e d  b y  a n d  mesh
^ n 1 ^ ) )  < V s ”  .  t h e n  f  = L I ^ > 0 f n e Hf(X) an d  f  i s
l i m i t e d  b y  l( .
Lemma 2 . 6 .  L e t  b e  an  o pen  c o v e r  o f  a  m e t r i c  
s p a c e  Xj l e t  s > o a n d  l e t  f ^ , . . . , ^  b e  i n  V ( X ) .  Then
t h e r e  e x i s t s  an  open  c o v e r  V  o f  X s u c h  t h a t  If i s  a
s t a r - r e f  i n e m e n t  o f  U , m esh  (ir) < e a n d  m esh ( F” 1 ^ ) )  < e .
P r o o f : S i n c e  a r e  b o m e o m o rp h is m s ,  s o  i s
F” 1  a n d  h e n c e  F~^ i s  c o n t i n u o u s .  T h u s  f o r  e a c h  p  e X,
l e t  V b e  an  o p e n  s e t  c o n t a i n i n g  p  s u c h  t h a t
*]
d i a m  (F“ (V ) )  < e / 2  a n d  V i s  c o n t a i n e d  i n  a  member o f
1( . By Lemma 2 . 2 ,  l e t  If b e  a s t a r - r e f i n e m e n t  o f
{V :p  e X] s u c h  t h a t  m esh  (ir) < e . □
The f o l l o w i n g  t h e o r e m  c o r r e s p o n d s  t o  P r o p e r t y  A - l .
T h e o r e m  2 . 2 .  L e t  M a n d  N b e  Z a p - s e t s  i n  a
t o p o l o g i c a l l y  c o m p l e t e  s e p a r a b l e  m e t r i c  s p a c e  X, l e t  b e
a n y  op en  c o v e r  o f  X a n d  l e t  A b e  a n y  Z - s e t  i n  X s u c h
t h a t  A c M f l N .  T hen  t h e r e  e x i s t s  h € 3^ ( X)  s u c h  t h a t
h ( M ) = N ,  h j A  = i d  a n d  h i s  l i m i t e d  b y
P r o o f : L e t  M = a n d  N = u i > 0Ni  a s  ^  t h e
d e f i n i t i o n  o f  a  Z a p - s e t .  U s i n g  c o n d i t i o n  ( 3 )  i n  t h i s  
d e f i n i t i o n ,  we s h a l l  i n d u c t i v e l y  c o n s t r u c t  a  s e q u e n c e
o f  s u b s e t s  o f  M , a  s e q u e n c e  o f  o p e n  c o v e r s  o f  X ,
a n d  a s e q u e n c e  s u c h  t h a t :
( 1 )  f o r  e a c h  i > o ,  i s  a  Z - s e t  i n  X, A c K ^ c  j_+i 
a n d  Mi  c  c  M ;
( 2 ) s t 2 (^rQ) r e f i n e s  i ( ,  a n d  f o r  e a c h  i > o ,  i s  a
s t a r - r e f i n e m e n t  o f  m e s h ( ^ 1 ) < l / 2  and
m esh  < l / 2 i  5 a n d
(3 ) f i l A  = i d ,  a n d  f o r  e a c h  i  > o , f i + ]_ |Fi (Ki ) = i d ,
Ni + 1  c  F 1+ i ( K 1 + 1 ) c  N a n d  f i + 1  i s  l i m i t e d  b y  tlr± .
S u p p o s e  we h a v e  d o n e  t h i s . Then  b y  C o n v e r g e n c e  
P r o c e d u r e  B, f  = L l l ^ ^ f ^  € 3^ ( X)  a n d  f  i s  l i m i t e d  b y  .
S i n c e  M = a n d  f o r  e a c h  i > o ,  c  Kj_+i J F ■*_(%) c  N
a n d  ^ i + i l F i ( Ki )  = i ^ j  we h a v e  t h a t  f ( M ) c N .  L i k e w i s e
s i n c e  N = U ^ 0K^ a n d  f o r  e a c h  i > o , N i c P i (K^)  w i t h
f i + l | F i (K1 ) = i d ,  N c f ( M )  a n d  t h u s  f ( M ) =  N.  A l s o ,  f j A ^ i d  
a n d  A c K ^  i m p l i e s  t h a t  f | A  = i d .
We now b e g i n  t h e  i n d u c t i v e  p r o c e s s .  L e t  b e
O
an o p e n  c o v e r  o f  X s u c h  t h a t  s t  (^  ) r e f i n e s  *U a n d  
m esh  ( ^ 0 ) < 1* L e t  b e  a  s t a r - r e f i n e m e n t  o f  V q , S i n c e
M i s  a  Z a p - s e t  i n  X a n d  s i n c e  Nj  U A i s  a Z - s e t  i n  X 
w i t h  A c M ,  t h e r e  e x i s t s  h ^  e V(X)  s u c h  t h a t  
h f f N i )  c  M ,  h-j jA = i d  a n d  h ^  i s  l i m i t e d  b y  . L e t
Kx = (h 1 (N1 ) u M1  U A) c  M. T hen  h j 1 ^ )  = N 1 U h ^ 1 (M1 ) U A.
S i n c e  N i s  a Z a p - s e t ,  h£ (K^) i s  a Z - s e t  a n d  N ^ y A c N  ,
t h e r e  e x i s t s  e V(X)  s u c h  t h a t  g ^ f h ^ f K j ) )  C N ,g . j J  (N^UA) = i d
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a n d  g-  ^ i s  l i m i t e d  b y  V L e t  0 . Then
N i C f j f K i )  c  N, f - j A  = i d  a n d  s i n c e  h j 1 a n d  a r e
l i m i t e d  b y  , f ^  i s  l i m i t e d  b y  s t ( y ^ )  a n d  t h u s  iro  .
Now a s su m e  t h a t  ant*
Y q , . . . h a v e  b e e n  d e f i n e d  so  t h a t  c o n d i t i o n s  ( 1 ) ,  ( 2 ) 
a n d  (3 )  a r e  s a t i s f i e d  f o r  e a c h  i ,  l < i < n .  By Lemma 2 . 6 ,  
l e t  V b e  a  s t a r - r e f i n e m e n t  o f  s u c h  t h a t
m esh  ( r n ) < 1 / 2^ ,  m esh  ( F " 1 ^ ) )  < 1 / 2° i a n d  l e t  b e  a
s t a r - r e f i n e m e n t  o f  Vn . S i n c e  Fn  e y ( X ) ,  Pn (M) i s a 
Z a p - s e t  i n  X a n d  Kn+1  U i s  a  Z - s e t  i n  X . Thus
t h e r e  e x i s t s  e V(X)  s u c h  t h a t  W V n 0  W >
c  Fn (M ), hn + 1 1 Fn ( Kh ) = i d  an d  h ^  i s  l i m i t e d  b y  .
L e t  Kn+1 = S l n c e
hn i l  °  Pn ( K n + l) = Pn ( * « )  U Nn + 1  U (Fn (Mn + 1 ) )  i s  a Z- s e t ,
t h e r e  e x i s t s  gn+1 e *C(X) s u c h  t h a t  g n + i C ^ i i  °  ^ ( K n + i ) )  c  N> 
s n + l^  ^Fn  U Nn+ 1  ^ = i d  a n d  i s  l i m i t e d  b y  .
L e t  f n + l  = ® n + l °  hn + l *  Then  K1 J * * *’ Kn+1> f I 3 * * * *f n+l*  
a n d  1rQ, . . . , ‘lrn  s a t i s f y  c o n d i t i o n s  ( 1 ) ,  ( 2 ) a n d  ( 3 ) f o r  e a c h
i ,  l < i < n + l .  □
Now we a r e  i n  a  p o s i t i o n  t o  show  t h e  e q u i v a l e n c e  o f  
t h e  Z - s e t  a b s o r p t i o n  p r o p e r t y  a n d  t h e  c o m p a c t  a b s o r p t i o n  
p r o p e r t y  i n  Q - m a n i f o l d s .
R e m ark  2 . 3 .  L e t  X b e  a Q - m a n i f o l d .  T h e n  M i s  a 
Z a p - s e t  i n  X i f  a n d  o n l y  i f  M i s  a  c a p - s e t  i n  X .
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P r o o f . L e t  M b e  a  c a p - s e t  i n  X. I t  i s  c l e a r  
t h a t  M s a t i s f i e s  t h e  f i r s t  tw o  c o n d i t i o n s  i n  t h e  
d e f i n i t i o n  o f  a  Z a p - s e t .  To show M a l s o  s a t i s f i e s  t h e  
t h i r d ,  l e t  A b e  a  Z - s e t  i n  X, l e t  B b e  a  c l o s e d  s u b s e t  
o f  A w i t h  B a  M an d  l e t  K b e  a n  o p e n  ( i n  X) c o v e r  o f  
A. S i n c e  B i s  c l o s e d  i n  X, ty*\B i s  open  a n d  b y  Lemma 
5 . 4  o f  [ 1 2 ] ,  M n l (* \B  i s  a  c a p - s e t  i n  i f* \B  . A l s o ,  s i n c e  
A i s  a  Z - s e t  i n  X, A\B i s  t h e  c o u n t a b l e  u n i o n  o f  c o m p a c t  
Z - s e t s  a n d  h e n c e  b y  T h e o re m  6 , 6  o f  [ 1 2 ] , M U A \ B  i s  a  c a p - s e t  
i n  X s o  t h a t  (M U A\b)H ^(#\B i s  a  c a p - s e t  i n  i ( * \B .  L e t  £
b e  a  n o r m a l  o p e n  c o v e r  o f  k * \ B  s u c h  t h a t  £  r e f i n e s  fy.
Then  b y  P r o p e r t y  A - l ,  t h e r e  e x i s t s  h e J V ( i ( * \B )  s u c h  t h a t  
h (  (M u A\B) n K * \ b )  = M n ty * \B  a n d  h  i s  l i m i t e d  b y  . L e t  
h*  e J^(X) b e  t h e  n o r m a l  e x t e n s i o n  o f  h . T hen
h*( A)  c  M, h * \ B  = i d  a n d  h  i s  l i m i t e d  b y  . T hus  M i s
a  Z a p - s e t  i n  X .
Now l e t  M b e  a  Z a p - s e t  i n  X .  By Lemma 5 . 6  o f  
[ 1 2 ] ,  t h e r e  e x i s t s  a  c a p - s e t  N i n  X a n d  b y  t h e  p r e c e d i n g  
p a r t  o f  t h i s  p r o o f ,  N i s  a  Z a p - s e t  i n  X . A l s o ,  b y  T h e o re m  
2 . 2 ,  t h e r e  e x i s t s  h € y ( X )  s u c h  t h a t  h(M) = N . T h e r e f o r e ,
M i s  a  c a p - s e t  i n  X s i n c e  t h e  c o m p a c t  a b s o r p t i o n  
p r o p e r t y  i s  t o p o l o g i c a l .  □
I n  t h e  f o l l o w i n g  we a r e  p r i m a r i l y  c o n c e r n e d  w i t h  
F r ^ c h e t  m a n i f o l d s .  The n e x t  r e m a r k  i s  an  i m m e d i a t e  c o n s e q u e n c e  
o f  H e n d e r s o n ' s  o p e n  e m b e d d in g  t h e o r e m  [ 1 5 ] *  C o r o l l a r y  2 . 1
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a n d  R em ark  2 . 2 .
R em ark  2 . 4 .  E v e r y  F - m a n i f o l d  c o n t a i n s  a Z a p - s e t .
The f o l l o w i n g  r e s u l t  i s  u s e d  i n  s e v e r a l  l a t e r  p r o o f s .
R em a rk  2 . 5 . I f  N i s  a Z a p - s e t  i n  a n  P - m a n i f o l d  
X a n d  U i s  an  o p e n  s u b s e t  o f  X, t h e n  U fi N I s  a  Z ap-  
s e t  i n  U .
P r o o f  i L e t  f  "be an o p e n  e m b e d d in g  o f  X I n t o  s
a n d  l e t  M b e  a s  i n  T h e o r e m  2 . 1 .  Then b y  C o r o l l a r y  2 . 1 ,  
f ( X )  n M i s  a  Z a p - s e t  i n  f ( X )  a n d  b y  T h e o r e m  2 . 2 ,  t h e r e  
e x i s t s  h  e &r ( f ( X) )  s u c h  t h a t  h ( f  (N) ) -  f  (X) 0 M. A l s o  
h ( f  (U n N ) ) = h ( f  ( U ) ) f| h ( f  ( N ) ) = h ( f  ( U ) ) n M w h i c h  a g a i n  b y  
C o r o l l a r y  2 . 1  i s  a  Z a p - s e t  i n  h ( f ( U ) ) .  T h u s  U H N  i s  a 
Z a p - s e t  i n  U . □
L e t  k  b e  an o p e n  c o v e r  o f  a  s p a c e  X and  l e t
f , g  e y ( X ) . T h en  we s a y  f  i s  y - c l o s e  t o  g i f  f o r
e a c h  x  e X, t h e r e  e x i s t s  U e ^  s u c h  t h a t  f ( x ) , g ( x )  e U.
C o r o l l a r y  2 . 2 .  L e t  M a n d  R b e  Z a p - s e t s  i n  an 
P - m a n i f o l d  X a n d  l e t  A b e  a  Z - s e t  i n  X . Then f o r  e a c h  
g e J^(X) s u c h  t h a t  g ( A H M)  = g ( A ) n N  a n d  f o r  e a c h  o p e n  
c o v e r  o f  X , t h e r e  e x i s t s  h  e J^(X) s u c h  t h a t  h(M)  = N, 
h | A  = g | A  a n d  h i s  t y - c l o s e  t o  g .
P r o o f : L e t  N '  = g  (N) a n d  l e t  1r b e  a  n o r m a l
?8
o p e n  c o v e r  o f  X\A s u c h  t h a t  V I s  a  r e f i n e m e n t  o f  
"1
g “ (ty) . By R em ark  2 . 5 ,  M\A a n d  N ' \ A  a r e  Z a p - s e t s  i n  
X\A s o  t h a t  b y  T h e o re m  2 . 2 ,  t h e r e  e x i s t s  f  e y ( X \ A )  s u c h  
t h a t  f  (M\A) = N ' \ A  a n d  f  i s  l i m i t e d  b y  1r . L e t  
f *  e v ( X )  b e  t h e  n o r m a l  e x t e n s i o n  o f  f  a n d  l e t  h  = g o f * .
Then  f *  i s  l i m i t e d  b y  a n d  t h u s  h  i s  i ( - c l o s e
t o  g  . A l s o ,  h(M)  «  h ( ( M \ A )  U (Mn A) )  = g ( f * ( M \ A ) )
U g ( f * (M fl A ) ) = g ( N ' \ A )  U g(MO A) = ( N \ g ( A ) )  U ( g ( A)  n N) = N 
a n d  h | A  -  g o f | A  = g | A .  □
T h e o r e m  2 . 3 .  I f  M I s  a Z a p - s e t  I n  a n  F - m a n i f o l d
X a n d  K I s  a  Z - s e t  i n  X,  t h e n  M\K i s  a  Z a p - s e t  i n  X .
P r o o f ;  L e t  M = M, a s  i n  t h e  d e f i n i t i o n  o f  a   i > o  i
Z a p - s e t  a n d  f o r  e a c h  i > o ,  l e t  M £= { x e  M ^ : d ( x , K ) > l / i ) .
T hen  M£ I s  a  Z - s e t  i n  X, c  a n d  M\K = U i> oMi  '
T h u s  t o  show M\K i s  a  Z a p - s e t ,  l e t  A a n d  B b e  Z - s e t s
i n  X w i t h  B c A f l ( M \K )  a n d  l e t  V, b e  an  o p e n  ( i n  X) c o v e r
o f  A . By Lemmas 2 . 1  a n d  2 . 2 ,  l e t  i  b e  a  n o r m a l  open
c o v e r  o f  ty*\B s u c h  t h a t  s t ( j r )  r e f i n e s  ^  . S i n c e  A\B i s
a c o u n t a b l e  u n i o n  o f  Z - s e t s  a n d  s i n c e  i s  an F - m a n i f o l d ,
b y  Lemma 7 . 2  o f  [ 1 2 ] ,  t h e r e  e x i s t s  f-^ e v ( i ( * \ B )  s u c h  t h a t  
f ^ A X B )  fl K = 0  a n d  f ^  i s  l i m i t e d  b y  A  . L e t  
f ^  e V(X)  b e  t h e  n o r m a l  e x t e n s i o n  o f  f ^ .  L e t  V  b e  an  
open  r e f i n e m e n t  o f  & s u c h  t h a t  f £ ( a ) V*  a n d  1r*r\K = 0  . 
S i n c e  M I s  a Z a p - s e t  i n  X , t h e r e  e x i s t s  f g e ^ ( X )  s u c h
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t h a t  f 2 ( f * ( A ) ) C M ,  f 2 | f ^ * ( B )  = i d  a n d  f 2 i s  l i m i t e d  
b y  1r . N o t e  t h a t  f £ l B  = i d  a n d  f 2 ( f £ ( A ) )  fl K = 0  so
t h a t  i f  f  = f g O f ^  , t h e n  f ( A )  c  J4\K, f | B  = i d  a nd  f
i s  l i m i t e d  b y  . T h u s  f  i s  t h e  d e s i r e d  h om eom orph ism
a n d  M\K i s  a  Z a p - s e t  i n  X . □
The f o l l o w i n g  t h e o r e m  shows t h a t  Z a p - s e t s  i n  
F - m a n i f o l d s  a r e  " m a x i m a l " .
T h e o r e m  2 . 4 .  L e t  M b e  a  Z a p - s e t  i n  an F - m a n i f o l d  
X a nd  l e t  N = w h e r e  M c  N a n d  f o r  e a c h  i > o  ,
N^ i s  a  Z - s e t  i n  X . T hen  N i s  a  Z a p - s e t  i n  X .
P r o o f  : We f i r s t  c o n s i d e r  t h e  c a s e  N = M U K w h e re
K i s  a  Z - s e t  i n  X . S i n c e  M i s  a  Z a p - s e t  i n  X , t h e r e
e x i s t s  f^_ € U (X )  s u c h  t h a t  f-j_(K) c  m. L e t  V. b e  a
n o r m a l  o p e n  c o v e r  o f  X \ f ^ ( K ) .  By R em ark  2 . 5 ,  M \ f ^ ( K )  a n d  
^ ( M j X f - ^ f K )  a r e  Z a p - s e t s  i n  x X f - ^ K )  s o  t h a t  b y  T h eo re m  2 . 2 ,  
t h e r e  e x i s t s  f 2  e J ^ X X f - ^ K ) )  s u c h  t h a t  f 2 ( f ^  ( M ) \ f ^ ( K ) ) = 
M \ f ^ ( K )  a n d  f 2 i s  l i m i t e d  b y  . L e t  f 2 b e  t h e  n o r m a l  
e x t e n s i o n  o f  f 2 a n d  l e t  f  = f  2  o f ^  • Then  f  e JV(X) 
a n d  f  (Mu K) = f  (M\K) U f ( K )  = f  2 ( f l  (M) \ f i  ( K) ) U f ^ f - j ^ K ) )
= ( M \ f ^ ( K )  ) U f i ( K )  = M. T h u s  N = MU K i s  a  Z a p - s e t  i n
X .
Now l e t  N = u i > 0Ni  w h e r e  M C N  a n d  N^ i s  a 
Z - s e t  i n  X . A l s o  a s su m e  t h a t  U s i n g  t h e  p r e v i o u s
c a s e  we i n d u c t i v e l y  c o n s t r u c t  a s e q u e n c e  o p e n
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c o v e r s  o f  X a n d  a  s e q u e n c e  i n  ' V ( X )  s u c h  t h a t :
( 1 )  f o r  e a c h  i  > o ,  P i + ^  (M) = M U N^^ (F i  = f ^ o . . .o  f ;
( 2 ) f o r  e a c h  i  > o ,  (F iC Mi )  U Wi ) = i d ;  a n d
( 3 ) f o r  e a c h  i > o ,  m esh  (Tr^) < 1/ 21 ,
m esh  ( F ^ f ^ ) )  < 1/ 21 a n d  i s  l i m i t e d  h y  1r^ .
Assume t h a t  we h a v e  d o n e  t h i s .  T h en  b y  C o n v e r g e n c e  
P r o c e d u r e  B, f  = L^L>of,i  6 A l s o  T o r  e a c h  p  e M
t h e r e  e x i s t s  i > o  s u c h  t h a t  p e M ^  so  t h a t  F ^ ( p )  e N a n d  
f ( p )  = F i ( p )  s i n c e  M ^cW L ^^  a n d  ^ i + l i ^ i ^ i )  = i d * T hu s
f ( M)  <= N.  Now l e t  p e l  s o  t h a t  p  e f o r  some i  .
S i n c e  F ^(M) = MU N^ ,  t h e r e  e x i s t s  x e M  s u c h  t h a t  F ^ ( x )  = p .
As N j_ c N i + 2. an(* **i4d J Ni  = ^ d j  we h a v e  T ( x )  = P* T h e r e ­
f o r e  N c f ( M ) ,  N = f ( M)  a n d  h e n c e  b y  R em ark  2 . 2 ,  N i s  a  
Z a p - s e t  i n  X .
B e g i n n i n g  t h e  i n d u c t i v e  c o n s t r u c t i o n  we h a v e ,  b y  t h e  
f i r s t  c a s e ,  t h a t  MUN^  i s  a  Z a p - s e t  i n  X a n d  t h u s  b y  
T h e o re m  2 . 2  t h e r e  e x i s t s  f ^  e V(X)  s u c h  t h a t  f 1 ( M) = MUN1 . 
By Lemma 2 . 6  l e t  ^  b e  an  o p e n  c o v e r  o f  X s u c h  t h a t  
m esh  ( t y j ) < l / 2  a n d  mesh C f ^ ( V ^ ) )  < 1/ 2 .
Assume . . . , f n  a n d  V j , . . . , ^ n  h a v e  b e e n  d e f i n e d
so  a s  t o  s a t i s f y  c o n d i t i o n s  ( 1 ) , ( 2 )  a n d  ( 3 ) .  To o b t a i n  
f n + l J we o1:)Serve " th a t  Fn (M) i s  a Z a p - s e t  i n  X a nd  
M U Nn+1  i s  a  Z a p - s e t  i n  X .  A l s o  Ffi (M^) U Nn c: F^ (M) 
fl T h u s  b y  T h e o re m  2 . 2 ,  t h e r e  e x i s t s  Tn + q e ^ ( x )
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s u c h  t h a t  f n + 1 (Fn (M)) = MUNn + 1 , f n + 1 | ( V M J  U N j  = i d
a n d  f n + i  i s  Ly • By  Lemma 2 . 6 ,  l e t  ^ n + ]_
b e  an  o p e n  c o v e r  o f  X s u c h  t h a t  m esh  (^n + i )  < l / 2 n + '^ and  
m esh  ( F ^ V ^ ) )  < l / 2" + 1 . □
S e c t i o n  2 . 4  Z a p - s e t s  i n  F- m a n l f o l d s
The  f o l l o w i n g  t w o  r e m a r k s  p r o v i d e  a r e l a t i o n s h i p  
b e t w e e n  ( f - d )  c a p - s e t s  a n d  Z a p - s e t s  i n  F - m a n i f o l d s .
R em ark  2 . 6 .  L e t  N b e  an  f - d  c a p - s e t  i n  an
F - m a n i f o l d  X. T hen  N x  s i s  a  Z a p - s e t  i n  XX s .
P r o o f : L e t  f  b e  an o p e n  e m b e d d in g  o f  X i n t o  s  .
By Lemma 5*^ o f  [ 1 2 ] ,  f ( N )  a n d  s f  n f ( X )  a r e  f - d  c a p - s e t s  
i n  f ( X )  so  t h a t  b y  T h eo re m  6 . 1  o f  [ 1 2 ]  t h e r e  e x i s t s  
g  e j i f ( f ( X) )  s u c h  t h a t  g ( f ( N ) )  = s f  fl f ( X ) .  L e t  h b e  
t h e  o p e n  e m b e d d in g  o f  XX s i n t o  s x s  d e f i n e d  b y
h ( x , y )  = ( g o f ( x ) , y ) .  Then h (N  x s )  = ( s f  n f  ( X ) ) x s
= ( s ^ x s ) D h ( X x s )  a n d  t h u s  b y  E x a m p le  2 . 1  a n d  C o r o l l a r y
2 . 1 ,  h ( N X s )  i s  a  Z a p - s e t  i n  h ( X x s )  s o  t h a t  N x s  i s  a 
Z a p - s e t  i n  X x s  . □
R em a rk  2 . 7 .  I f  M i s  a  c a p - s e t  I n  an F - m a n i f o l d  X, 
t h e n  MX s I s  a  Z a p - s e t  i n  X X s  .
P r o o f : L e t  N b e  an f - d  c a p - s e t  i n  X . T hen  b y
T h e o re m  8 . 1  o f  [ 1 2 ] ,  N x Q  I s  a  c a p - s e t  i n  X X Q  and  t h u s  
t h e r e  e x i s t s  a  h om eom orph ism  g  o f  X o n t o  X x Q, s u c h
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t h a t  g(M) = NX Q. L e t  g '  b e  t h e  ho m eom o rp h ism  o f  
X x  s  o n t o  (X X Q) x s  d e f i n e d  b y  g '  ( x , y )  = ( g ( x ) , y ) . L e t  
h b e  a n y  h o m eo m o rp h ism  o f  QX s o n t o  s [ 2 ] ,  and  l e t  
h '  o f  XX (Qx s )  o n t o  X x s  b e  d e f i n e d  b y  h ' ( x , y )  = ( x , h ( y ) ) .  
T hen  h '  o g* i s  a  hom eo m o rph ism  o f  X X s o n t o  i t s e l f  
s u c h  t h a t  h ' o g ' ( M x s )  = N x s  . T hus  b y  R em ark  2 . 6 ,  M x s  
i s  a Z a p - s e t  i n  X x s  . □
U s i n g  a r g u m e n t s  s i m i l a r  t o  t h e  a b o v e  a n d  t h e  
i n d i c a t e d  r e s u l t s  o f  Chapman, we h a v e  t h e  n e x t  t h r e e  r e s u l t s .
R em ark  2 . 8 .  I f  M i s  a  Z a p - s e t  i n  an F - m a n i f o l d  X, 
t h e n  M X s i s  a  Z a p - s e t  i n  X x  s .  (R em ark  2 . 6 )
R e m ark  2 . 9 .  I f  M a n d  N a r e  Z a p - s e t s  i n  t h e  
F - m a n i f o l d s  X a n d  Y r e s p e c t i v e l y ,  t h e n  M x N  i s  a  Z a p - s e t  
i n  X x Y .  (T h eo rem  6 . 8  o f  [ 1 2 ] )
Rem ark  2 . 1 0 .  I f  K i s  a  c o u n t a b l e  l o c a l l y - f i n i t e  
s i m p l i c i a l  c o m p l e x ,  t h e n  |K |  x ( s f X s )  i s  a  Z a p - s e t  i n  
) K| x s  . (T heo rem  8 . 2  o f  [ 1 2 ] )
S e c t i o n  2 . 5  M a n i f o l d s  M o d e le d  on Zap- s e t s
I n  a c c o r d a n c e  w i t h  [ 1 6 ] ,  i f  F i s  a  t o p o l o g i c a l
v e c t o r  s p a c e ,  d e f i n e  Fw t o  b e  t h e  c o u n t a b l e  i n f i n i t e
p r o d u c t  a n d  l e t  F™ = { ( x ^ ) ^ Q e Fw: f o r  a t  m o s t  f i n i t e l y
many i > x ^  ^  o ) .  I n  t h e  f o l l o w i n g  " ~  " m e a n s  " i s  
h o m e o m o rp h ic  t o " .  T h i s  p a p e r  [ 1 6 ]  b y  H e n d e r s o n  a n d  W est
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c o n t a i n s  s e v e r a l  t h e o r e m s  c o n c e r n i n g  s p a c e s  P w h ic h  h a v e  
t h e  p r o p e r t y  t h a t  P ~  and  o t h e r s  a b o u t  m a n i f o l d s
/ v \ ^m o d e le d  on s u c h  s p a c e s .  H e r e  we show t h a t  s^. X s ~  \ s f  x s / f  ’ 
t h u s  o b t a i n i n g  t h e  a p p l i c a b l e  r e s u l t s  o f  [ 1 6 ] f o r  
Z a p - s e t s  i n  s  o r  jfcg . We l i s t  s e v e r a l  o f  t h e  m o s t  
s i g n i f i c a n t  o f  t h e s e  r e s u l t s  a t  t h e  e n d  o f  t h i s  s e c t i o n .
T h e o r e m  2 . 5 . ( s ^ x s ) J  ~  s f x s
P r o o f : We e s t a b l i s h  t h e  f o l l o w i n g  s e q u e n c e  o f
h o m e o m o r p h i s m s :
t \W ^1  / \W w ^2  w h 3 ^4
( S^ . x s) >^ ~  (Sf) X Sf ~  S^ > X Sf ^  Sf x X S 2^  S^ X S •
T he  f i r s t  ho m eo m orp h ism  h-^ i s  g i v e n  b y  t h e  n e x t
lem m a .
Lemma 2 . 7 . L e t  X a n d  Y b e  t o p o l o g i c a l  v e c t o r
s p a c e s .  T h en  (X X Y ) J  ~  X™ X yJT .
P r o o f : L e t  h  b e  t h e  ho m eom o rp h ism  o f  (X x Y)w o n t o
XWXYW d e f i n e d  b y  h ( ( x 1 , y i ) 1>Q) = ( ( ^ i ) i>c/ ( y i ) i > o)  • s i r , c e  
( x i J y i ) i > o  e (X x Y ) £  i m p l i e s  ( ( x ± ) 1 > 0 , ( y 1 ) i > 0 ) e x £  x y £  
an d  v i c e  v e r s a ,  we h a v e  t h a t  h ( ( X x  Y)Jf) = X ^ x  Yf • ^
T he  s e c o n d  ho m eom o rp h ism  h g  i s  o b t a i n e d  b y  u s i n g  
t h e  e a s i l y  v e r i f i e d  f a c t  t h a t  ( s ^ ) ^  ~  [ 2 1 ] .
The t h i r d  hom eom orph ism  h ^  i s  a  r e s u l t  o f  t h e  
f o l l o w i n g  lemma.
wLemma 2 . 8 .  s f  ~  X s  .
P r o o f : We show t h a t  t h e r e  i s  a  hom eom orph ism  f
o f  s w o n t o  s s u c h  t h a t  ^ ( s f )  i s  a Z a p - s e t  i n  s .
T h i s  f a c t ,  t o g e t h e r  w i t h  E x am p le  2 . 1  a n d  T h e o r e m  2 . 2 ,  
i m p l i e s  t h a t  s™ a n d  s^, X s  a r e  h o m e o m o r p h i e .
To d e f i n e  t h e  hom eom orph ism  f  , f o r  e a c h  i  > o , we
l e t  0 ^ = {2^r\ + a n d  t h e n  d e f i n e  f  o f  s w o n t o
s b y  f  ( ( x ^ ) k > 0 * (x k ^ k > o J * ’ * ■* (x k ) k > o '  * * *  ^ = ^y k ^ k > o  w h e r e
y v = x 1 j -i .  i f  k  e 0., . A l s o ,  l e t t i n g
k ( k +2  ) / 2  1
Nj = e s w: f o r  e v e r y  i >  x ^  = 0 ) we s e e  t h a t
W  .T
s f  "  u j > o  j *
Now l e t  a-^ = C2 n }n> 0  and  i*o r  e a c h  i > l ,  l e t  
a i  = a i - l ^ i *  N o t e  t h a t  c  > e a c h  i s  i n f i n i t e
a nd  s i n c e  U-jv^Pf = ^ ^ o 00!  = ^  * 'P o r  e a c h  i > ° >  i e t
= {x e s : t j (x ) = o f o r  e v e r y  j e  a ^ ) .  Then  b y  T h eo re m
2 . 1 ,  M = i s  a Z a p - s e t  i n  s . A l s o ,  f r o m  t h e
d e f i n i t i o n  o f  f  we h a v e  t h a t  f o r  e a c h  j > o ,  = Mj
so  t h a t  f ( S f )  = M a n d  h e n c e  f ( s ^ )  i s  a Z a p - s e t  i n  s .
The  l a s t  hom eo m o rph ism  h^ i s  o b t a i n e d  b y  o b s e r v i n g
t h a t ,  d i r e c t l y  f r o m  t h e  d e f i n i t i o n  o f  s^. , we h a v e
s f  X s f  ~  s f  •
By an (s .f  X s ) - man i f  o l d  we mean a  s e p a r a b l e  m e t r i c  
s p a c e  h a v i n g  an o p e n  c o v e r  b y  s e t s  e a c h  h o m eo m o rp h ic  t o  an  
o pen  s u b s e t  o f  S f  x s . T h e  n e x t  t h e o r e m s  f o l l o w  f r o m
T h e o r e m  2 . 5  a b o v e  a n d  t h e  i n d i c a t e d  r e s u l t s  i n  [ 1 6 ] .
T h eo re m  2 . 6 .  I f  X i s  an (s^. x s ) - m a n i f o l d ,  t h e n  
X x ( s f x s ) ~ X  . (T h e o re m  5 o f  [ 1 6 ] )
T h e o re m  2 . 7 .  I f  X i s  a  c o n n e c t e d  ( s f x s ) - m a n i f o l d ,  
t h e n  X c a n  b e  em bed ded  a s  an  o p e n  s u b s e t  o f  X s  . 
(T h eo rem  7 o f  [ 1 6 ] )
T h e o re m  2 . 8 .  I f  X a n d  Y a r e  ( s ^  x s ) - m a n i f o l d s
o f  t h e  same h o m o to p y  t y p e ,  t h e n  X ~  Y. (T heo rem  11 o f  [ 1 6 ] )
T h eo re m  2 . 9 .  I f  X i s  an  ( s f  x s ) - m a n i f o l d  a n d  i f
K i s  a  Z - s e t  I n  X , t h e n  K I s  n e g l i g i b l e .  (T h eo rem  12
o f  [ 1 6 ] ) .
CHAPTER I I I  
ABSOLUTE Z-SETS
L e t  f  and g be  em b ed d in g s  o f  a s p a c e  X i n t o  a 
s p a c e  Y . Then f  and  g a r e  s a i d  t o  be  w e a k ly  e q u i v a l e n t  
i f  t h e r e  e x i s t s  h e V(X)  su c h  t h a t  h ( f ( X ) )  = g ( X) ,  and  
a r e  s a i d  t o  b e  e q u i v a l e n t  i f  t h e r e  e x i s t s  h e y{X) su c h  
t h a t  h o f  = g .  C l e a r l y ,  e q u i v a l e n c e  i m p l i e s  weak 
e q u i v a l e n c e .
I t  i s  known t h a t  a n y  two em bedd ings  o f  t h e  C a n t o r  
s e t  i n t o  t h e  p l a n e  a r e  e q u i v a l e n t .  However, A n t o i n e ' s  
N e c k l a c e ,  a t o p o l o g i c a l  C a n t o r  s e t  i n  t h r e e - d i m e n s i o n a l  
E u c l i d e a n  s p a c e ,  E^,  whose complem ent  i s  n o t  s i m p ly  c o n n e c t e d  
[ 1 7 ] ,  i m p l i e s  t h e  e x i s t e n c e  o f  two em b ed d in g s  o f  t h e  C a n to r  
s e t  i n t o  E^ which  a r e  n o t  w e a k ly  e q u i v a l e n t .  B l a n k i n s h i p ,  
u s i n g  g e n e r a l i z a t i o n s  o f  A n t o i n e ' s  m e th o d s ,  shows t h a t  f o r  
e a c h  n > 3 ,  t h e r e  a r e  e m b ed d ing s  o f  t h e  C a n t o r  s e t  i n t o  
En w h ic h  a r e  n o t  w e a k ly  e q u i v a l e n t  [ 1 1 ] .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  
K le e  p r o v e s  t h a t  an y  two em b ed d ing s  o f  t h e  C a n t o r  s e t  i n t o  
4 2 a r e  e q u i v a l e n t  [ 1 9 ] •
I n  t h i s  c h a p t e r  we d e t e r m i n e  which  s p a c e s  X h a v e  t h e  
p r o p e r t y  t h a t  any two c l o s e d  em bedd ings  o f  X i n t o  4 2 ( o r  
Q) a r e  e q u i v a l e n t .  F o r  t h e r e  t o  e x i s t  a c l o s e d  e m bedd ing  o f
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a s p a c e  X i n t o  Xg ( o r  Q,), X m u s t  "be a t o p o l o g i c a l l y  
c o m p l e t e  ( o r  c o m p a c t )  s e p a r a b l e  m e t r i c  s p a c e .  I t  i s  known 
t h a t  a n y  t o p o l o g i c a l l y  c o m p l e t e  ( o r  c o m p a c t )  s e p a r a b l e  m e t r i c  
s p a c e  c a n  b e  em bedded  I n  Xg ( o r  Q) a s  a Z - s e t .  A l s o ,
T h e o re m  1 . 2 ,  r e s t a t e d  I n  t e r m s  o f  e q u i v a l e n t  e m b e d d i n g s ,  s a y s  
t h a t  a n y  two e m b e d d in g s  o f  a  s p a c e  i n t o  Xg ( o r  Q) a s  2- s e t s  
a r e  e q u i v a l e n t . 1 T h u s ,  a  s p a c e  X h a s  t h e  p r o p e r t y  t h a t  a n y  
tw o  c l o s e d  e m b e d d in g s  o f  X I n t o  Xg ( o r  Q) a r e  e q u i v a l e n t  i f  
a nd  o n l y  i f  X h a s  t h e  p r o p e r t y  t h a t  t h e  im ag e  o f  e a c h  
c l o s e d  e m b e d d in g  o f  X i n t o  Xg ( o r  Q) i s  a  Z - s e t  I n  Xg 
( o r  Q ) .
We d e f i n e  an a b s o l u t e  Z- s e t  t o  b e  a t o p o l o g i c a l l y  
c o m p l e t e  s e p a r a b l e  m e t r i c  s p a c e  X s u c h  t h a t  f o r  e a c h  c l o s e d  
e m b e d d in g  f  o f  X i n t o  Xg, f ( X )  i s  a  Z - s e t  i n  Xg.
A l s o ,  an a b s o l u t e  c o m p a c t  Z - s e t  I s  a  c o m p a c t  s e p a r a b l e  m e t r i c  
s p a c e  X s u c h  t h a t  f o r  e a c h  e m b e d d in g  f  o f  X i n t o  Q , 
f ( X )  i s  a  Z - s e t  i n  Q .
The m a in  r e s u l t  i n  t h i s  c h a p t e r  i s  t h e  f o l l o w i n g  
c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  a b s o l u t e  Z - s e t s .
T h eo re m  3*1* L e t  X b e  a t o p o l o g i c a l l y  c o m p l e t e  
s e p a r a b l e  m e t r i c  s p a c e .  Then X i s  an  a b s o l u t e  Z - s e t  i f  
a n d  o n l y  i f  X i s  c r -c o m p ac t .
The n e x t  t h e o r e m  p r o v i d e s  an a l t e r n a t e  c h a r a c t e r ­
i z a t i o n  o f  a b s o l u t e  Z - s e t s .
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T h e o r e m  3 . 2 .  L e t  X b e  a  t o p o l o g i c a l l y  c o m p l e t e  
s e p a r a b l e  m e t r i c  s p a c e .  Then  X i s  an  a b s o l u t e  Z - s e t  i f  
a n d  o n l y  i f  X d o e s  n o t  c o n t a i n  a  c l o s e d  s e t  w h i c h  i s  
h o m e o m o rp h ic  t o  t h e  s p a c e  o f  i r r a t i o n a l s .
T he  e q u i v a l e n c e  o f  t h e s e  tw o  c h a r a c t e r i z a t i o n s  i s  
shown b y  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m .
T h e o r e m  3 * 3 .  L e t  X b e  a t o p o l o g i c a l l y  c o m p l e t e  
s e p a r a b l e  m e t r i c  s p a c e .  T hen  X i s  a - c o m p a c t  i f  a n d  o n l y  
i f  X d o e s  n o t  c o n t a i n  a  c l o s e d  s e t  w h i c h  i s  h o m eo m o rp h ic
t o  t h e  s p a c e  o f  i r r a t i o n a l s .
I t  i s  c l e a r  t h a t  i f  a  s p a c e  c o n t a i n s  a  c l o s e d  
t o p o l o g i c a l  c o p y  o f  t h e  s p a c e  o f  i r r a t i o n a l s ,  t h e n  i t  i s  
n o t  e - c o m p a c t .  The n e x t  tw o  lem m as show t h a t  a  t o p o l o g i c a l l y  
c o m p l e t e  s e p a r a b l e  m e t r i c  s p a c e  w h i c h  i s  n o t  c r-com pac t  
c o n t a i n s  a  c l o s e d  s e t  w h i c h  i s  h o m e o m o r p h ic  t o  t h e  s p a c e  o f  
i r r a t i o n a l s ,  a n d  t h u s  c o m p l e t e  t h e  p r o o f  o f  T h e o re m  3 * 3 .
Lemma 3 . 1 .  I f  X I s  a  s e p a r a b l e  m e t r i c  s p a c e  w h ic h
i s  n o t  a - c o m p a c t ,  t h e n  X c o n t a i n s  a n o n - e m p t y  c l o s e d
n o w h e r e  l o c a l l y  c o m p a c t  s u b s e t .
P r o o f : L e t  A = { p e X :  f o r  e a c h  o p e n  s e t  U i n  X
c o n t a i n i n g  p  , U I s  n o t  a - c o m p a c t ) .  A i s  n o t  e m p ty  s i n c e
o t h e r w i s e ,  f o r  e a c h  p e X ,  t h e r e  w o u ld  e x i s t  an  o p en  s e t
U s u c h  t h a t  p e U  a n d  U i s  a - c o m p a c t  As X i s  
P r  P P
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s e p a r a b l e  a n d  m e t r i c ,  we w o u ld  t h e n  h a v e  t h a t  X = Ui > o UP l
w h e r e  U i s  a a - c o m p a c t .  T h u s  X w o u ld  b e  a - c o m p a c t ,
p i
w h i c h  w o u ld  b e  a c o n t r a d i c t i o n .  To Show A i s  c l o s e d ,  l e t  
p £ A and  l e t  U b e  an op en  s e t  c o n t a i n i n g  p . Then  
t h e r e  e x i s t s  q  e U f i A ,  b u t  q  € A i m p l i e s  t h a t  U i s  
n o t  a - c o m p a c t  so  t h a t  p  e A a n d  t h u s  A i s  c l o s e d .
S u p p o s e  t h a t  A i s  l o c a l l y  c o m p a c t  a t  some p o i n t  
p  i n  A . Then  t h e r e  e x i s t s  an o pen  s e t  U i n  A s u c h  t h a t  
p e U  a n d  UC1A i s  c o m p a c t .  H o w ev e r ,  U\A i s  a - c o m p a c t  
s i n c e  X\A i s ,  a n d  a s  Ufl A i s  c o m p a c t ,  we h a v e  t h a t  U 
i s  a - c o m p a c t  and  t h u s  U i s  a - c o m p a c t .  B u t ,  t h i s  
c o n t r a d i c t s  t h e  f a c t  t h a t  p  e A. T h e r e f o r e ,  A i s  
n o w h e r e  l o c a l l y  c o m p a c t  a n d  i n d e e d ,  A i s  a n o n - e m p t y ,  
c l o s e d ,  n o w h e r e  l o c a l l y  c o m p a c t  s u b s e t  o f  X . □
A c o l l e c t i o n  8  = o f  s e t s  i n  a s p a c e  X i s
s a i d  t o  b e  d i s c r e t e  i f  (1 ) i 0  j  i m p l i e s  0  Bj = 0  and
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( 2 )  f o r  e a c h  s u b s e t  a  o f  N , U^e a B^ i s  c l o s e d .
Lemma 3 . 2 .  E v e r y  n o w h e r e  l o c a l l y  c o m p a c t  
t o p o l o g i c a l l y  c o m p l e t e  s e p a r a b l e  m e t r i c  s p a c e  c o n t a i n s  a 
c l o s e d  t o p o l o g i c a l  c o p y  o f  t h e  s p a c e  o f  i r r a t i o n a l s .
P r o o f : L e t  X b e  a  n o w h e r e  l o c a l l y  c o m p a c t  t o p o ­
l o g i c a l l y  c o m p l e t e  s e p a r a b l e  m e t r i c  s p a c e .  T hen  X i s  
p a r a c o m p a c t  a n d  n o n - c o m p a c t .  T h u s ,  l e t  r^ = ^v i i i >0  b e  a 
l o c a l l y  f i n i t e  o p en  c o v e r  o f  X w i t h  n o  f i n i t e  s u b c o v e r  o f
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X . A l s o ,  a s su m e  t h a t  V  h a s  t h e  p r o p e r t y  t h a t  f o r  e a c h  
i , (U ) /  0 . L e t  Ux h e  an o p e n  s u b s e t  o f  X 
s u c h  t h a t  U-  ^ c  a n d  d ia m  < 1 / 2 .  Assume t h a t  
U i , . . . , U n h a v e  b e e n  d e f i n e d  so  t h a t  f o r  e a c h  i ,  i < i < n ,
( 1 ) i s  an  open  s u b s e t  o f  V^ ,  ( 2 ) d i a m  < 1/ 2 , a nd  
( 3 )  U i  (1 Uj = 0 i f  i  /  j  . Now l e t  Ufi+1 b e  an op en  s u b ­
s e t  o f  Vn+1  s u c h  t h a t  d i a m  Un+1  < 1 / 2  a n d  
Un+1  H ( U j ^ )  = 0 . As It i s  l o c a l l y  f i n i t e ,  t h e  i n f i n i t e  
c o l l e c t i o n  o b t a i n e d  i n  t h i s  m a n n e r ,  i s
d i s c r e t e .
I f  V, i s  a n y  d i s c r e t e  c o l l e c t i o n  o f  o p en  s e t s  i n  
X , t h e n  f o r  e a c h  U e H , we may l e t  W b e  an o p e n  s e t  
i n  X s u c h  t h a t  W c  U , a n d  t h e n  r e p e a t  t h e  a b o v e  p r o c e s s  
f o r  t h e  n o w h e r e  l o c a l l y  c o m p a c t  s e t  W . T h u s ,  b y  i n d u c t i o n ,  
we a s s e r t  t h e  e x i s t e n c e  o f  a s e q u e n c e ,  (%))n> 0 d i s c r e t e  
c o l l e c t i o n s  o f  o pen  s e t s  i n  X s u c h  t h a t  f o r  e a c h  n  > o :
(1 ) mesh (t(n ) < l / 2n ;
( 2 )  fU:U e i s  a  r e f i n e m e n t  o f  arid
( 3 )  e a c h  e l e m e n t  o f  c o n t a i n s  i n f i n i t e l y  many
e l e m e n t s  o f  i (n+1  *
F o r  e a c h  n  > o ,  l e t  = CU^3i > 0 a n d  l e t
= U±>0u 5  . T h en  Fn i s  c l o s e d  s i n c e  i s  a  d i s c r e t e
c o l l e c t i o n .  L e t  F  = ^ n> 0Fn * Then  F i s  a  c l o s e d  z e r o ­
d i m e n s i o n a l  s u b s e t  o f  X s i n c e  f o r  e a c h  n  > o , Kn i s  
d i s c r e t e  a n d  m esh (t(n ) < l / 2 n  . A l s o ,  f o r  e a c h  p  e F
4 1
a n d  open s e t  V I n  X s u c h  t h a t  p  e V, t h e r e  e x i s t s  n > o 
s u c h  t h a t  V c o n t a i n s  i n f i n i t e l y  many e l e m e n t s  o f  .
As X i s  t o p o l o g i c a l l y  c o m p l e t e ,  t h i s  i m p l i e s  t h a t  F  i s  
n o w h e r e  l o c a l l y  c o m p a c t . S i n c e  F  i s  c l o s e d  i n  X , F i s  
a l s o  t o p o l o g i c a l l y  c o m p l e t e .  T h e r e f o r e ,  F  i s  a c l o s e d  
s u b s e t  o f  X w h ic h  i s  h o m e o m o rp h ic  t o  t h e  s p a c e  o f  
i r r a t i o n a l s .  □
S i n c e  e a c h  c l o s e d  o - c o m p a c t  s u b s e t  o f  i s  a
Z - s e t  i n  [ 1 3 ]  a n d  s i n c e  t h e  im a g e  o f  a  c l o s e d  e m b e d d in g
o f  a a - c o m p a c t  s p a c e  i s  c l o s e d  a n d  a - c o m p a c t ,  i t  i s  c l e a r  
t h a t  e v e r y  a - c o m p a c t  t o p o l o g i c a l  c o m p l e t e  s e p a r a b l e  m e t r i c  
s p a c e  i s  an  a b s o l u t e  Z - s e t .  The  f o l l o w i n g  r e s u l t  a n d  
t h e o r e m  c o m p l e t e  t h e  c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  a b s o l u t e  Z - s e t s .
R e s u l t  3 . 1  [ 2 2 ] .  T h e r e  e x i s t s  a  c l o s e d  t o p o l o g i c a l  
c o p y  o f  t h e  s p a c e  o f  i r r a t i o n a l s  i n  j&2 w h ic h  i s  n o t  a 
Z - s e t  i n  j&g ,
T h e o r e m  3 * 4 .  I f  F i s  a  c l o s e d  t o p o l o g i c a l  c o p y  
o f  t h e  s p a c e  o f  i r r a t i o n a l s  i n  I a n d  i f  X i s  a t o p o l o g i c a l l y  
c o m p l e t e  s e p a r a b l e  m e t r i c  s p a c e  c o n t a i n i n g  a  c l o s e d  s e t  
h o m e o m o rp h ic  t o  t h e  s p a c e  o f  i r r a t i o n a l s ,  t h e n  t h e r e  e x i s t s  
a  c l o s e d  e m b e d d in g  h  o f  X i n t o  s u c h  t h a t  F c h ( X ) .
To s e e  t h a t  t h i s  a c t u a l l y  c o m p l e t e s  t h e  c h a r a c t e r ­
i z a t i o n ,  we n e e d  o n l y  l e t  F b e  t h e  s e t  a s s e r t e d  t o  e x i s t  
b y  Remark 3 . 1  a n d  o b s e r v e  t h a t  b y  P r o p e r t y  1 . 1 ,  i f  h ( X )  w e re
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a Z - s e t ,  t h e n  P w o u ld  a l s o  b e  a  Z - s e t .  The  r e s u l t s  I n  
S e c t i o n  3 . 2  an d  S e c t i o n  3 - 3  a r e  o b t a i n e d  p r i m a r i l y  t o  
p r o v i d e  t h e  p r o o f  o f  T h e o re m  3 *4 w h i c h  i s  c o n t a i n e d  i n  
S e c t i o n  3*3*
T he  c o r r e s p o n d i n g  c h a r a c t e r i z a t i o n s  o f  a b s o l u t e  
c o m p a c t  Z - s e t s , g i v e n  b y  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m s ,  a r e  more  
e a s i l y  o b t a i n e d .
T h eo re m  3 - 5 *  L e t  X b e  a  c o m p a c t  s e p a r a b l e  m e t r i c  
s p a c e .  T h en  X i s  an a b s o l u t e  c o m p a c t  Z - s e t  i f  a n d  o n l y  i f  
X i s  c o u n t a b l e .
S i n c e  a  c o m p a c t  s e p a r a b l e  m e t r i c  s p a c e  i s  c o u n t a b l e  
i f  a n d  o n l y  i f  i t  d o e s  n o t  c o n t a i n  a  t o p o l o g i c a l  C a n t o r  
s e t ,  t h e  n e x t  t h e o r e m  i s  e q u i v a l e n t  t o  T h eo re m  3*3*
T h e o re m  3 . 6 .  L e t  X b e  a  c o m p a c t  s e p a r a b l e  m e t r i c  
s p a c e .  T hen  X i s  a n  a b s o l u t e  c o m p a c t  Z - s e t  i f  a n d  o n l y  
i f  X d o e s  n o t  c o n t a i n  a  t o p o l o g i c a l  C a n t o r  s e t .
As e a c h  c o m p a c t  c o u n t a b l e  s u b s e t  o f  Q i s  a  Z - s e t  
i n  Q , a  c o m p a c t  c o u n t a b l e  s e p a r a b l e  m e t r i c  s p a c e  i s  an  
a b s o l u t e  c o m p a c t  Z - s e t .  T he  r e m a i n d e r  o f  t h e  c h a r a c t e r ­
i z a t i o n  i s  g i v e n  b y  t h e  n e x t  r e s u l t  a n d  t h e o r e m .
R e s u l t  3 . 2  [ 2 2 ] .  T h e r e  e x i s t s  a  t o p o l o g i c a l  C a n t o r  
s e t  i n  Q w h i c h  i s  n o t  a  Z - s e t  i n  Q .
T h e o r e m  3 . 7 -  I f  C i s  a  t o p o l o g i c a l  C a n t o r  s e t  i n
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Q, a n d  i f  X c o n t a i n s  a  t o p o l o g i c a l  C a n t o r  s e t ,  t h e n  t h e r e  
e x i s t s  an  e m b e d d i n g  h  o f  X i n t o  Q s u c h  t h a t  C c h ( X ) .
T he  m e t h o d  u s e d  i n  t h e  p r o o f s  o f  T h e o re m  3 a nd  
T h e o re m  3 * 7  i s  s u g g e s t e d  b y  t h e  p r o o f  o f  t h e  t h e o r e m ,  
known a t  l e a s t  i n  t h e  f o l k l o r e ,  w h i c h  s t a t e s  t h a t  i f  C i s  
a n y  t o p o l o g i c a l  C a n t o r  s e t  i n  En ,  t h e n ,  t h e r e  i s  a  c l o s e d  
e m b e d d in g  h  o f  En - 1  i n t o  En  s u c h  t h a t  C c h f E 11" 1 ) .
T h i s  e m b e d d in g  i s  o b t a i n e d  i n  much t h e  same way t h a t  
A l e x a n d e r ' s  H o r n e d  S p h e r e  [ 1 7 ]  i s  o b t a i n e d ,  w i t h  t h e  
e x c e p t i o n  t h a t  i n  t h i s  c o n s t r u c t i o n ,  t h e  " h o r n s "  a p p r o a c h  a  
g i v e n  t o p o l o g i c a l  C a n t o r  s e t  i n  En . The  d e t a i l s  o f  t h e  
p r o o f  o f  T h e o r e m  3 . 7  a r e  n o t  g i v e n .  H o w e v e r ,  w i t h  s u i t a b l e  
s i m p l i f i c a t i o n s ,  s u c h  a s  u s i n g  f i n i t e  i n s t e a d  o f  i n f i n i t e  
c o l l e c t i o n s ,  t h e  lem m as a p p l i c a b l e  t o  T h e o r e m  3*^5 i n d e e d ,  
t h e  p r o o f  o f  t h e  t h e o r e m  i t s e l f ,  c a n  b e  e a s i l y  m o d i f i e d  t o  
y i e l d  t h e  p r o o f  o f  T h eo rem  3*7*
S e c t i o n  3*1* P r e l i m i n a r y  D e f i n i t i o n s  a n d  Lemmas
I n  t h i s  s e c t i o n  we g i v e  some o f  t h e  d e f i n i t i o n s  a n d  
lem m as w h i c h  w i l l  b e  u s e d  i n  t h e  p r o o f s  o f  t h e  m a in  t h e o r e m s  
i n  t h i s  c h a p t e r .  By we w i l l  a l w a y s  mean t h e  p o i n t  i n
■f* k
& 2  w i t h  i  c o o r d i n a t e  1  a n d  a l l  t h e  o t h e r  c o o r d i n a t e s
0 ,  a n d  w i l l  d e n o t e  { t e ^ : 0 j <  t  ^ 1 ) .  The d i s t a n c e
f u n c t i o n ,  d , on u s e d  h e r e  i s  d e f i n e d  b y
2 ,1/2
d ( ( x i ) i > o J (y i ) i > o )  = (2 i > o ( x i “ y i )   ^ * I n  t h i s  c h a P t e r
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f
we 1s t  M = ( ^ ^ 2*^1  = a n d  Z g — f ^^i^i^>o ^ ^ 2 ' ^ i  ^  *
T he  f o l l o w i n g  lem m as  a r e  u s e d  s e v e r a l  t i m e s  i n  
l a t e r  p r o o f s .
Lemma 3*3* L e t  K h e  a  c l o s e d  s u b s e t  o f  a  s e p a r a b l e  
m e t r i c  s p a c e  X a n d  l e t  13e a  ^^-s c r e ^ e c o l l e c t i o n
o f  c l o s e d  s u b s e t s  o f  X s u c h  t h a t  f o r  e a c h  i > o , d i a m  A ^ < e ^  
a n d  fl K = 0 .  T h en  t h e r e  e x i s t s  a  d i s c r e t e  c o l l e c t i o n  
f U i ) i > 0 o f  o p e n  s e t s  i n  X s u c h  t h a t  f o r  e a c h  i > o  ,
Ai  C Ui J u i  n K = 0  a n d  d i a m  u i  < 2e i*
The p r o o f  i s  e l e m e n t a r y ,  f i r s t  u s i n g  t h e  n o r m a l i t y  
o f  X t o  o b t a i n  a  p a i r w i s e  d i s j o i n t  c o l l e c t i o n  CW^3j_>0 o f  
o p e n  s e t s  i n  X s u c h  t h a t  f o r  e a c h  i > o ,  c  a n d
Wj. D K = JZf , a n d  t h e n  l e t t i n g  c  b e  an  e ^ / i  -
n e i g h b o r h o o d  o f  A^ . □
The p r o o f  o f  t h e  n e x t  lemma i s  r o u t i n e  a n d  i s  n o t  
g i v e n  e x p l i c i t l y ;  t h e  p r o o f  u s e s  t h e  p r e v i o u s  lemma a n d  
t h e  f a c t  t h a t  i f  F  i s  a  c o p y  o f  t h e  i r r a t i o n a l s ,  t h e n
t h e r e  i s  an  i n f i n i t e  d i s c r e t e  c o v e r  o f  F b y  o pen  a n d
c l o s e d  s e t s  i n  F .
Lemma 3 - 4 .  L e t  F  a n d  K b e  c l o s e d  s u b s e t s  o f  a  
s e p a r a b l e  m e t r i c  s p a c e  X s u c h  t h a t  F  i s  a  c o p y  o f  t h e
i r r a t i o n a l s  a nd  F fl K = 0 ,  Then  f o r  e a c h  € > o ,  t h e r e
e x i s t s  an  i n f i n i t e  d i s c r e t e  c o l l e c t i o n  V  = o f
o p e n  s e t s  i n  X s u c h  t h a t :
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( 1 ) f o r  e a c h  i > o , V ^ n F ^ 0  ;
( 2 )  F  c  Ui > 0Vi , K n U1> 0V± = 0  ; a n d
( 3 ) m esh  V < e .
A r e p e a t e d  u s e  o f  Lemma 3 . 4  p r o v i d e s  a  s t r a i g h t ­
f o r w a r d  i n d u c t i v e  p r o o f  o f  t h e  f o l l o w i n g  lemma.
Lemma 3 - 5 *  L e t  F b e  a  c o p y  o f  t h e  i r r a t i o n a l s
w h i c h  i s  c l o s e d  i n  . T h en  t h e r e  e x i s t s  a  s e q u e n c e
If = (if ) o f  d i s c r e t e  c o v e r s  o f  F s u c h  t h a t : ^ n / n>o
(1 )  f o r  e a c h  n > o ,  V e 1rn  i m p l i e s  t h a t  V i s  o p e n
i n  V c  ^  a n d  V n F £  0  ;
( 2 ) f o r  e a c h  n  > o ,  lr i s  c o u n t a b l y  i n f i n i t e  a n d  
m esh  ( r n ) < l / 2n  i
(3 ) f o r  e a c h  n > o ,  Vn+1  i s  a  r e f i n e m e n t  o f  1rn  ;
a n d
( 4 )  e a c h  e l e m e n t  o f  Vn  c o n t a i n s  i n f i n i t e l y  many 
e l e m e n t s  o f  •
We o b s e r v e ,  b y  Lemma 3 * 2 ,  t h a t  s u c h  a  s e t  F e x i s t s .
S e c t i o n  3 . 2  C o n s t r u c t i o n  o f  an  " w - s t a g e  s t a r s e t  s y s t e m "
I n  t h i s  s e c t i o n  we c o n s t r u c t  w h a t  we c a l l  an  u u - s t a g e  
s t a r s e t  s y s t e m .  T h i s  s y s t e m ,  w h i c h  i s  a  s p e c i f i c  u n i o n  o f  
a r c s  i n  Ag c o n v e r g i n g  t o  a  c l o s e d  c o p y  o f  t h e  i r r a t i o n a l s ,  
i s  u s e d  i n  o b t a i n i n g  t h e  e m b e d d in g  o f  t h e  n e x t  s e c t i o n .
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We d e f i n e  a  s u b s e t  S o f  X2  t o  b e  a  s t a r s e t  a t
x  i f  t h e r e  e x i s t s  an  i n f i n i t e  s u b s e t  a  o f  N a n d
h c ft^Xg) s u c h  t h a t  h ( 0 ) = x a n d  h ( u ^ € a Q^) = s -> w h e r e  
0 i s  t h e  o r i g i n  o f  Xg.  We c a l l  x  t h e  b a s e  p o i n t  o f  S , 
a n d  f o r  e a c h  I  e a ,  we c a l l  h (Q i ) a  b a s i c  a r c  o f  S a n d  
h ( e i )  a  'fc^ -P s  • ^ » i n  a  u n i o n  o f  s t a r s e t s ,  a  t i p  o f
o n e  s t a r s e t  i s  n o t  t h e  b a s e  p o i n t  o f  a n o t h e r *  i t  i s  s a i d  
t o  b e  a  f r e e  t i p .
1A 1 - s t a g e  s t a r s e t  s y s t e m , S , i n  X 2  i s  t h e  u n i o n
o f  a  d i s c r e t e  c o l l e c t i o n ,  o f  s t a r s e t s  i n  Xg .
I n d u c t i v e l y ,  an n » s t a g e  s t a r s e t  s y s t e m , Sn , i n  x 2  i s  t h e  
u n i o n  o f  an  ( n - l ) - s t a g e  s t a r s e t  s y s t e m ,  a n d  a s e t  T ,
w h e r e  T i s  t h e  u n i o n  o f  a  d i s c r e t e  c o l l e c t i o n  f S ? ] ^
o f  s t a r s e t s  i n  X-  ^ s u c h  t h a t :
( 1 )  f o r  e a c h  i > o ,  s ”  n S11"1  = { x ] ,  w h e r e  x  i s
t h e  b a s e  p o i n t  o f  a n d  a  f r e e  t i p  o f  a
s t a r s e t  i n  Sn - ^ ;  a n d
( 2 )  f o r  e a c h  f r e e  t i p ,  x ,  i n  Sn _ 1 , t h e r e  e x i s t s  
l > o  s u c h  t h a t  x  i s  t h e  b a s e  p o i n t  o f  s ”  .
I n  t h i s  c a s e  we s a y  t h a t  Sn i s  d e r i v e d  f r o m  .
L e t  (Sn ) n>0  b e  a  s e q u e n c e  o f  n - s t a g e  s t a r s e t  s y s t e m s  
s u c h  t h a t  f o r  e a c h  n > l ,  Sn i s  d e r i v e d  f r o m  Sn - ^ ,  Then 
S* = Un^ 0 Sn i s  s a i d  t o  b e  t h e  w - s t a g e  s t a r s e t  s y s t e m  
d e r i v e d  f r o m  ( s n )n> 0 • I f ,  i n  a d d i t i o n ,  i s  a
d i s c r e t e  c o l l e c t i o n  o f  a r c s  I n  X^ s u c h  t h a t  f o r  e a c h
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i > o ,  A j  fl S* = [ x ^ ] ,  w h e r e  x ^  i s  t h e  "base p o i n t  o f  t h e  
s t a r s e t  i n  S* a n d  i s  an  e n d p o i n t  o f  A^, t h e n  S* i s  
s a i d  t o  h e  b a s e d  on A = U - ^ qA^ a t  £x i 3 i > 0 * 
f o l l o w i n g  lemma p r o v i d e s  a m ea n s  f o r  c o n s t r u c t i n g  a n  n - s t a g e  
s t a r s e t  s y s t e m  f r o m  a  g i v e n  ( n - l ) - s t a g e  s t a r s e t  s y s t e m .
Lemma 3 . 6 .  L e t  x  e Xg a n d  l e t  U b e  an  op en  s e t
i n  & 2  c o n t a i n i n g  x  . I f  K i s  a  Z - s e t  i n  Xg an(^
x  e K, t h e n  t h e r e  i s  a  s t a r s e t ,  S ,  a t  x  s u c h  t h a t  S c U  
a n d  S fl K = [ x ) .
P r o o f : L e t  a  c  N s u c h  t h a t  b o t h  a  a n d  N \a  a r e
i n f i n i t e .  S i n c e  K i s  a  Z - s e t  i n  Xg, t h e r e  e x i s t s
g e ^ ( ^ 2 ) s u c h  t h a t  g ( x )  = & a n d  f o r  e a c h  i  e a  ,
T ^ f g f K ) )  = 0 ( T h e o re m  1 . 1 ) .  L e t  e > o b e  s u c h  t h a t
Be ( e ) <= g (U )  a n d  d e f i n e  f  e X{&2 ) f  ( (x i ) i > 0 ) = ^e x i ^ i > o  *
Then  S = g o fCU-j^gO^) i s  a  s t a r s e t  a t  x  s u c h  t h a t
S c U  a n d  S H K = fx ]  □
L e t  S* b e  a n  u j - s t a g e  s t a r s e t  s y s t e m  d e r i v e d  f r o m
fS11)  ^ . T hen  J  = U_^ J _  i s  a  b a s i c  u n i o n  o f  a r c s  i n'  n>o  n>o  n -------------------------------------------
S* i f  f o r  e a c h  n > o ,  J n  i s  a  b a s i c  a r c  i n  c l  (Sn \ S n “*'1' )  a n d  
J m D J n /  0  i f  a n d  o n l y  i f  ] m -n |  = 1 .  The n e x t  lemma 
p r o v i d e s  t h e  n e e d e d  u ) - s t a g e  s t a r s e t  s y s t e m .
Lemma 3 . 7 .  L e t  P  b e  a  c o p y  o f  t h e  i r r a t i o n a l s  i n
X ^  w i t h  F c l o s e d  i n  Xg a n d  l e t  (Trn )n^0  Be a  s e q u e n c e
o f  c o v e r s  o f  P a s  i n  Lemma 3*5* I f  A i s  t h e  u n i o n  o f
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+a  d i s c r e t e  c o l l e c t i o n  (A^ ) ^ 0 o f  a r c s  i n  M U  1 2 suclri
t h a t  f o r  e a c h  i > o ,  A^ h a s  a n  e n d p o i n t  , where
*1
^ 1  = fv i ^ i > o J A 0 F = ^  , t h e n  t h e r e  e x i s t s  an  u j - s t a g e
s t a r s e t  s y s t e m  S* = Un> 0 Sn b a s e d  on A a t  and
h a v i n g  t h e  f o l l o w i n g  p r o p e r t i e s :
( 1 )  i f  J  = Un .^QJ n  i s  a  b a s i c  u n i o n  o f  a r c s  i n
S*,  t h e n  J \ J  c o n s i s t s  -of a  s i n g l e  e l e m e n t  
o f  F  a n d  l i m ^ d i a m  ( U ^ J j  = °  ;
( 2 )  i f  J  a n d  J '  a r e  d i s t i n c t  b a s i c  u n i o n s  o f
a r c s  i n  S* ,  t h e n  J \ J  /  J /\ J / j
( 3 )  S* = S* U F ,  S* 0 F = 0  and  S* n M = /  ; and
( 4 )  f o r  e a c h  € > 0 , t h e r e  e x i s t s  n >o s u c h  t h a t
t h e  f r e e  t i p s  o f  Sn a r e  c o n t a i n e d  i n  t h e  
e - n e i g h b o r h o o d  o f  F .
P r o o f : We w i l l  i n d u c t i v e l y  c o n s t r u c t  a  s e q u e n c e ,
(Sn )n>Q o f  n - s t a g e  s t a r s e t  s y s t e m s  su c h  t h a t  t h e  u j - s t a g e  
s t a r s e t  s y s t e m ,  S * ,  h a s  t h e  d e s i r e d  p r o p e r t i e s .
By Lemma 3 . 6 ,  f o r  e a c h  i > o  l e t  = be
a s t a r s e t  a t  p ^  s u c h  t h a t  c  V ^ \F  an d  fl A = {p^}.
1  1 1L e t  s i j  d e n o t e  t h e  f r e e  t i p  o f  i n  . By Lemma
3 . 5 , e a c h  c o n t a i n s  i n f i n i t e l y  many e l e m e n t s  o f  ■
p
D e n o te  t h i s  s e t  o f  e l e m e n t s  b y  and  l e t
6 Vi j ^  ^ Ti  ’ Then b o t h  s ^  a n d  t ^  a r e  i n  
and  t h u s  3 ( s ^ j , t ^ j )  < 1 / 2  - s i n c e  d iam  < 1 / 2 .  S i n c e
A n F = 0  , s i n c e  e a c h  a r c  A^ i s  com pac t  an d  s i n c e
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A = i s  c l ° s e d* t h e n  b y  E x am p le  1 . 3  a n d  P r o p e r t y
1 . 2 ,  A i s  a  Z - s e t  i n  t h e  F - m a n l f o l d  (M U 'A2 ) \ F .  S i m i l a r l y ,
Ui > o , j> o f s i J ) ' and Ui> o , J > o [ t i J ) a re  z- 3 e t s - By Example 
1 . 4 ,  M i s  a l s o  a Z - s e t  i n  M U A*. As { s ^ }  a n d  ( t ^ }  
a r e  d i s c r e t e  c o l l e c t i o n s ,  we may d e f i n e  a  h o m eo m o rp h ism  
f l  b y  f l ( s i ^  = h i j  a n d  I ( A U M) = i d .  L e t
ft = (B-jy2 ( x ) : x  e ( M U j t j A F } ,  w h e r e  B1 / /2 (x )  = ( y e
1 1 < 1 / 2 ] ,  S i n c e  f o r  e a c h  i > o  a n d  j  > o ,  t ^ j  e
a nd  ® i / 2 ^s i j ^  d s  a r c w -^s e  c o n n e c t e d ,  f £  i s  c l e a r l y  h o m o t o p i c  
t o  t h e  i d e n t i t y  b y  a  h o m o to p y  w h i c h  i s  p a t h w i s e  l i m i t e d  b y  
(j . By t h e  Homeomorphism E x t e n s i o n  T h e o re m  1 . 3 *  t h e r e  
e x i s t s  f j  e y ( ( M u A 2 ) \ F ) s u c h  t h a t  f j  e x t e n d s  f ^  
a n d  f ^  i s  l i m i t e d  b y  s t ^ ( f t ) .  N o t e  t h a t  f ^  l i m i t e d  b y  
s t ^ ( f i )  i m p l i e s  t h a t  i f  y , z  e f o r  some x  , t h e n
d ( f 1 ( y ) ,  f - ^ z ) )  < 17 . T h u s ,  d i a m  ^ ( J ^ )  < 17  s i n c e
J i j  c  b i / 2^ s i j ) * F o r  e a c h  1 > ° >  l e t  s i  = ) and
■1 1 *i i
l e t  S = . T h en  i s  a  s t a r s e t  a t  p ^  a n d  S
i s  a  1 - s t a g e  s t a r s e t  s y s t e m .
n 1Now a s su m e  an ( n - l ) - s t a g e  s t a r s e t  s y s t e m ,  S “ , 
h a s  b e e n  d e f i n e d  s o  t h a t  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n s  a r e  
s a t i s f i e d :
( 1 )  S1 e S n “ 1 , S n “ 1 n ( MUF )  = 0  a n d  A = U ^ C p ^  5
( 2 ) i f  d e n o t e s  t h e  s e t  o f  f r e e  t i p s  i n
Sn " l  and  i f  Tr^ = t h e n  s ” *-1  e ; and
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( 3 )  i f  e i s  a  f r e e  t i p  o f  a b a s i c  a r c  J
o f  a  s t a r s e t  w h o se  b a s e  p o i n t  i s  i n  V e '^n _ 1 *
t h e n  VJ e  V a n d  d i a m  J  < .
S i n c e  Sn - d  U A i s  a  c l o s e d  c r -c o m p ac t  s u b s e t  o f  
M U I g ,  Sn ~d U A i s  a  Z - s e t  i n  M U X g .  By Lemma 3 . 6 ,  f o r  
e a c h  i  > o ,  l e t  t ”  = b e  a  s t a r s e t  a t  s u c h
- h a t  <= v J \ F  a n d  t ”  n (S11**1  U A) = ( s ? - 1 ] .  F o r  e a c h
i  > o ,  l e t  { V ^ t1 } ^  d e n o t e  t h e  i n f i n i t e  s e t  o f  e l e m e n t s  o fJ > o
7rn+1  w h i c h  a r e  c o n t a i n e d  i n  a n d  l e t
^ i j  e ^ i j ^ ^  ^ s n - "1’ U A U M ) .  D e n o t e  t h e  f r e e  t i p s  o f
b y  £s i j } j > o  a n d  o b s e r v e  t h a t ,  a s  i n  t h e  c a s e  f o r  n  = 1 ,
S J Ui > o ,  j > o ^ s i j ^  u i > o ,  ^ o ^ i j ^  M a n d  A a r e  a11
Z - s e t s  i n  ( M U X g ) \ F .  L e t  HB = ( B ^ n  ( x ) : x  e ( M U X g A F } ,
w h e r e  = 6 (M U X g ) \ F :  d ( x ,  y )  < l / 2 n ) .  N o t e  t h a t
t i j  6 J i J  C Bi / 2 n ^Si J ^  a n d  ±S
a r c w i s e  c o n n e c t e d .  T h u s  l e t  f  e js f^ (M U X g ) \ F )  s u c h  t h a t  
f n f s i j ^  = J f n l (MU AU s ” ” 1 ) = i d  a n d  f fi i s  l i m i t e d
b y  s t ^ f i ^ ) .  O b s e r v e  t h a t  d i a m  < ^ / 2 r) . As
b e f o r e ,  l e t  s j  = Uj> 0 f n ( j ” j )  a n d  l e t  Sn = Ui > 0 S”  . T hen
i t  i s  e a s i l y  v e r i f i e d  t h a t  t h e  d e r i v e d  o u - s t a g e  s t a r s e t  s y s t e m ,  
S* , s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n s  g i v e n  i n  t h e  s t a t e m e n t  o f  t h e  
l e m m a . □
I f  S* i s  an  w - s t a g e  s t a r s e t  s y s t e m  w h i c h  f u l f i l s  
t h e  r e q u i r e m e n t s  o f  Lemma 3*7* t h e n  we s a y  t h a t  S*
c o n v e r g e s  t o  F
S e c t i o n  3*3 An E m b e d d in g  T h e o re m
The f i r s t  lemma o f  t h i s  s e c t i o n  i s  e s s e n t i a l l y  
t h e  i n d u c t i v e  s t e p  i n  t h e  p r o o f  o f  T h eo re m  3 - 8  w h i c h  f o l l o w s .  
A h a l f  s p a c e  i n  Xg i s  a  p a i r  [Y, K] o f  s u b s e t s  o f  X g 
f o r  w h i c h  t h e r e  e x i s t s  h  e y ( X g )  s u c h  t h a t  h ( Y ) = M U X g  
a n d  h ( K)  = M , w h e r e  a s  b e f o r e  M= fx i ) i > 0 € ^ 2 : x l  = a n d
^ 2  =  t ( x i ) i > o  e  A 2 : x 1 >  *
Lemma 3*8* L e t  [ Y, K]  b e  a  h a l f s p a c e  i n  Xg, l e t  
A b e  an a r c  i n  Y w i t h  e n d p o i n t s  p  a n d  q ,  w h e r e
A D  K = {p} ,  a n d  l e t  S = U ^ qJ ^  "be a s t a r s e t  a t  q  s u c h
t h a t  S n (A U K) = f q ) .  I f  W i s  an  o p e n  s e t  i n  Xg
s u c h  t h a t  A c  w, t h e n  f o r  a n y  o p e n  s e t  V i n  Xg s u c h
t h a t  q  e V, t h e r e  e x i s t  ( 1 ) a  r e l a t i v e  b a s i c  o p e n  s e t  U
i n  K w i t h  p e U c  W a n d  ( 2 )  a  G e y ( X g )  s u c h  t h a t
G |x g \ w  = i d ,  G(U) c  (VOW)  a n d  f o r  e a c h  i > o ,  G f t O H J ^  I s
a p o i n t  d i f f e r e n t  f r o m  q .
P r o o f i S i n c e  [ Y, K]  i s  a h a l f s p a c e  i n  Xg, t h e r e
e x i s t s  f  e  Jtf(Xg) s u c h  t h a t  f { Y )  = MUXg a n d  f ( K )  = M .
L e t  A7 = { t e - j ^ O ^ t ^ l )  a n d  f o r  e a c h  i  >o  , l e t
j £  = { ( l + t j e - ^  + "^ e i + i : 0 ^  ^ ^  ^  a n d  l e 't  s /  = u i > o J i ’ 
g '  b e  a h o m e o m o rp h is m  o f  M u f ( A )  U f ( S )  o n t o  MU A ' U S '
s u c h  t h a t  g ' | M  = i d ,  g ' ( f ( A ) )  = A'  a n d  g ' ( f ( S ) )  = S ' .  As
M U f  (A) U f  (S)  and MU A' U S '  a r e  Z - s e t s  i n  MUX^  , l e t
g  e V ( ^ 2 ) b e  an e x t e n s i o n  o f  g '  a n d  l e t  h  = g ° f  .
C o n s i d e r i n g  X2 a s  l e t  r  b e  s u c h  t h a t  i f
Be ( h ( p ) ) = fx e M : d ( x , h ( p ) ) < e ) ,  t h e n  [ - r , l + r ]  x B 2 r ( h ( p ) )
ch(W ) a n d  [ l + r / 2 )  x Br ( h ( p ) ) c  h ( W f l V ) .  N o t e  t h a t  f o r
e a c h  i > o ,  ( f l + r / 2 )  XBr ( h ( p ) ) ) n  j '  = { ( i + r / 2 ) e;L + ( r / 2 ) e i + 1 3
L e t  cp b e  a  p i e c e w i s e  l i n e a r  hom eom orph ism  o f  [ - r , l + r ]
o n t o  i t s e l f  s u c h  t h a t  c p ( - r )  = - r ,  cp(0 )  = l + r / 2  and
c p ( l+ r )  = 1 + r  . F o r  e a c h  t ,  0 < t < 2 r ,  l e t  cp  ^ = cp i f
t  < r  a n d  cp^ . = ( ( 2 r - t  ) / r ) c p  + ( ( t - r ) / r ) i d  i f  t  > r  . Now
f o r  e a c h  x  e B2^ , ( h ( p ) )  and  e a c h  u  e [ - r , l + r ] j  l e t
H ( x , u )  = (3c, cpn . . ( u ) )  a n d  l e t  H b e  t h e  i d e n t i t y  on 
11*11
Ag\ ( [ - r , l + r ]  X B2 r ( h ( p ) ) ) .  L e t  G e !C(X2 ) b e  d e f i n e d  b y  
G = h _ 1 o H o h  a nd  l e t  U = h - 1  (Br ( h ( p ) ) ) .
We s a y  t h a t  a  s u b s e t  K o f  a  s p a c e  X i s  l o c a l l y  
b i c o l l a r e d  a t  p  e K i f  t h e r e  e x i s t s  a  r e l a t i v e  op en  s e t  
U i n  K c o n t a i n i n g  p  a n d  an o p en  e m b e d d in g  h  o f  
TJX ( - 1 , 1 )  i n t o  X s u c h  t h a t  f o r  e a c h  x  e U, h ( x , 0 )  = x  .
T h e o re m  3 . 8 *  L e t  Y = C(Xj_)jN>0 € > 2) a n d
l e t  F b e  a  c l o s e d  c o p y  o f  t h e  s p a c e  o f  i r r a t i o n a l s  i n  Y 
Then t h e r e  e x i s t s  an  e m b e d d in g  H o f  M i n t o  X2 s u c h  
t h a t  F c H ( M )  a n d  H ' ^ f F )  i s  a  Z - s e t  i n  M . M o r e o v e r , 
we c a n  r e q u i r e  t h a t  H(M) b e  l o c a l l y  b i c o l l a r e d  a t  e a c h  
p o i n t  i n  H (M ) \F .
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P r o o f :  L e t  (^‘n ) nv,0  a  s e q u e n c e  o f  c o v e r s  o f
F a s  d e s c r i b e d  i n  Lemma 3*5* L e t  a  c  N s u c h  t h a t  b o t h
a  and  N \a  a r e  i n f i n i t e  a n d  l e t  D b e  a c l o s e d  t o p o l o g i c a l
c o p y  o f  t h e  s p a c e  o f  i r r a t i o n a l s  i n  M s u c h  t h a t  f o r  e a c h
i  e a ,  ^ ( D )  i s  a  p o i n t  (Lemma 3 - 2 ) .  By Lemma 3 . 4 ,  l e t  
& = b e  a  d i s c r e t e  c o l l e c t i o n  o f  r e l a t i v e  open  s e t s
i n  M s u c h  t h a t :
( 1 )  D c  ;
( 2 )  f o r  e a c h  i > o ,  G^ 0 D /  3# ; a n d
(3 ) m esh  (,*) < 1 / 2
F o r  e a c h  i > o ,  l e t  p ^  e G-j_ H D and' l e t  A ^=  ( t e - ^ + p i :0 < t  < 1} 
A l s o ,  l e t  q^  e V ^ \ F ,  w h e r e  a n d  d e f i n e  f '  b y
f  '  ( e ^  + p.^) = q^  a n d  f ' | M = i d .  S i n c e  (MU i s  a r c w i s e
+ Wc o n n e c t e d ,  f '  i s  h o m o t o p i c  t o  t h e  i d e n t i t y  map on
A ls o  s i n c e  U1v>Q{ e j + p ^ } ,  f } a n d  M a r e  Z - s e t s  i n  t h e
F - m a n i f o l d  ^ y  T h e o re m  1 .3 *  l e t  f  e W((M U J&g)
s u c h  t h a t  f  e x t e n d s  f * .  N o t e  t h a t  f o r  e a c h  i > o ,  
f ( A i ) H F  = 0 .  By Lemma 3*7* l e t  S* b e  an t u - s t a g e  s t a r s e t  
s y s t e m  i n  J&g w h ic h  i s  b a s e d  on A = U ^ ^ f  (A^) a t  { Q and  
w h ic h  c o n v e r g e s  t o  F . I n  t h e  r e s t  o f  t h i s  p r o o f ,  we u s e  
t h e  n o t a t i o n  d e v e l o p e d  i n  t h e  p r o o f  o f  Lemma 3 - 7 .
Now b y  Lemma 3*3* l e t  be  a  d i s c r e t e
c o l l e c t i o n  o f  op en  s e t s  I n  s u c h  t h a t  f o r  e a c h  i > o  ,
f ( a ± ) c  w j  , n F = 0  a n d  n M c  G± . S i n c e  f o r  e a c h
1 1  * i  > o ,  S^ = U i s  a  s t a r s e t  I n  S a t  q ^ ,  b y  Lemma
3 . 8 ,  t h e r e  e x i s t  (1 )  a  r e l a t i v e  b a s i c  open  s e t  i n  M
w h e r e  c  (W^H M) a n d  ( 2 )  e  fl (^j&2 ) such t h a t
h 2 I (&^ ± )  = i d * h i ( u i )  c  n v i  a n d  f o r  each  J > °> 
h ^ ( U ^ )  H I s  a p o i n t  d i f f e r e n t  f r o m  q^  . D e f i n e  h^  b y
h 1 |w^ = h J |W ^  a n d  h-j l^ ( ^ 2\ U i > 0W^) = i d .  Then 1^  e y0&2 ) s i n c e  
i s  a  d i s c r e t e  c o l l e c t i o n .1 i J i > o
I n  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  p r o o f  we l e t  Hn = h ^ o . .  . o  h^  ^
Assume hn  e W(A2 ) h a s  b e e n  d e f i n e d  s o  t h a t  i t  h a s  t h e  
f o l l o w i n g  p r o p e r t i e s :
( 1 ) f o r  e a c h  s t a r s e t  S2 = U j > 0 J 5\j  i n  c l f S ^ S 11" 1 ) , 
t h e r e  e x i s t s  a  r e l a t i v e  b a s i c  open s e t
i n  M s u c h  t h a t  d i a m  < l / 2n , ,
Hn (U?) <=V?\F w h e r e  Tr^ = { v j 3i > 0  a n d  f o r  
e a c h  j  > o ,  Hn (u” ) n i s  a  p o i n t ,  p ^ - p
d i f f e r e n t  f r o m  t h e  b a s e  p o i n t  o f  S? ;
( 2 ) h j ^ . 2  (M\U1> 0U5 ) = i d  5
(3 ) d ( h n , i d )  < 3 m esh  ( { . }±>Qf  J>Q) ;  a n d
( 4 )  Hp(M) n F = 0  .
F o r  each i  > o and j  > o ,  l e t  A^j = n Hj  ^(M U & 2 ) .
By lemma 3 . 3 ,  l e t  {W2j1 3i > 0 j> 0 b e  a d is c r e t e  c o l l e c t i o n  
o f  open s e t s  in  ^2 such t h a t  A^j c  , W j^1 n l r = 0  j
(W^j1 fl H ^ M ) )  c  ) a n d  d i a m  < 2 diam . S i n c e
w 1 'j
f o r  e a c h  I > o  a n d  j  > o ,  we h a v e  a  s t a r s e t ,  , i n  S*
a t  t h e  f e e  t i p  o f  , we a p p l y  Lemma 3*8 a g a i n  t o  o b t a i n
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T!*hl( 1 )  a r e l a t i v e  b a s i c  op en  s e t  i n  M s u c h  t h a t
p i;j  e M U i j 1 ) c  a n d  ^ j 1 n D ^  ^  '  ar,d W
b i j 1 e V (A2^ s u c h  t h a t  h i j 1 I j£2^ Wi j 1 = i d *
h i j 1 (Hn ( U i ' j 1 ) ) c  p a n d  t h e  i n t e r s e c t i o n  o;f
h i  (Hn (Ui ^ ) )  w i t h  e a c h  b a s i c  a r c  l n  l s  a  P o i n t
o th e r  than  _ p” , . D e fin e  hn + i by l^i+X I " iJ 1 = h l j 1 | wl j 1
a n d  hn + l l ^ 2 \ u l > o J j > o Wl J 1 )  = l d - T h en  hn + l  € V( X2 ) S i ” 0e
i s  a  d i s c r e t e  c o l l e c t i o n .  N o t e  t h a t
ij j:l> o , j> o 
d (hn + l , l d ) m e s h  ( {wi j 1;}) < 3 m esh
S i n c e  f o r  e a c h  n > o ,  d ( h n , i d ) < 3  m esh  ( { j ”  j  3 j > Q)
a n d  s i n c e  m esh  ( CJ i j  j > 0 ) < > we h a v e  t h a t  f o r
e a c h  x e M, (Hn ( x ) ) n> 0  l s  a  C a u c h y  s e q u e n c e  a n d  t h u s  c o n v e r g e s  
t o  a  p o i n t  i n  i g  . I f  H o f  M i n t o  i s  d e f i n e d  b y
H( x)  = l i m ^ ^ I ^  ( x ) ,  t h e n ,  b y  t h e  a b o v e  a n d  t h e  f a c t  t h a t
e a c h  i s  c o n t i n u o u s ,  i t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t  H i s  a
c o n t i n u o u s  f u n c t i o n .  To show H i s  o n e - t o - o n e ,  l e t
x ,  y  e M w i t h  x ^  y .  I f  t h e r e  e x i s t s  n > o  s u c h  t h a t  
x , y  e M \ (U i > c u £ ) ,  t h e n  H ^ x )  = H( x )  a n d  Hn ( y )  = H( y )  so  
t h a t  H ( x )  ^  H ( y ) .  I f  f o r  some n , x  e Uj a n d  y  e u £  w i t h  
j  ^  k ,  t h e n  ^ ( U ^ )  <= v*j a n d  Hn ( u £ )  cr v £  s o  t h a t  
H(U^)  c  Vj  a n d  H ( u £ )  c  a n d  t h e r e f o r e ,  H( x )  ^  H ( y ) .
F i n a l l y ,  i f  x  e *-*i>o^i f o r  e a c h  n > o  a n d  t h e r e  e x i s t s
m > o  s u c h  t h a t  y  e , t h e n  H( x )  e F ,  H( y )  e * ^ ( * 0
and  Hm {M) fl F = 0  s o  t h a t  H{x)  £  H ( y )  a n d  h e n c e  H i s
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o n e - t o - o n e .  As h n + i l  Hn ( ^ U i > 0 U” ) = I d  a n d  f o r  e a c h  
i  > o ,  H ^ U ^ )  c  v " ,  we h a v e  t h a t  H” 1 i s  c o n t i n u o u s .  T h u s  
H i s  an  e m b e d d i n g .  A l s o ,  P c  H(M) s i n c e  f o r  e a c h  n > o ,
i s  a  c o v e r  o f  F a n d  Hn (U^) c  . S i n c e  
H ~^(F)  c  D, we h a v e  t h a t  H_ ^ ( F )  i s  a  Z - s e t  i n  M . M ore ­
o v e r ,  hn + l l  Hn ^ ^ ^ i > o ^ i ^  = dd  imP l i e s  t h a t  H(M) i s
l o c a l l y  b i c o l l a r e d  a t  e a c h  p o i n t  i n  H (M )\F  . □
P r o o f  o f  T h e o r e m  3 « L e t  F b e  a c l o s e d  s e t  i n  
jS 2 w h i c h  i s  h o m e o m o rp h ic  t o  t h e  s p a c e  o f  i r r a t i o n a l s  a n d  
l e t  X b e  a  t o p o l o g i c a l l y  c o m p l e t e  s e p a r a b l e  m e t r i c  s p a c e  
w h ic h  c o n t a i n s  a  c l o s e d  c o p y ,  E ,  o f  t h e  s p a c e  o f  i r r a t i o n a l s .  
L e t  cp b e  a ho m eom o rp h ism  o f  j&2 o n t o  Y = { ( x ^ J ^ q  e A g'.x-^ > 2]. 
Then  cp(F) i s  a  c l o s e d  c o p y  o f  t h e  s p a c e  o f  i r r a t i o n a l s  i n  
Y a n d  t h u s ,  b y  T h eo re m  3 . 8 ,  t h e r e  e x i s t s  a  c l o s e d  e m b e d d in g  
H o f  M i n t o  & q s u c h  t h a t  cp(F) c  H{M) a n d  H~d (cp(F))  
i s  a Z - s e t  i n  M . L e t  f  b e  a c l o s e d  e m b e d d in g  o f  X 
i n t o  M s u c h  t h a t  f ( X )  i s  a  Z - s e t  i n  M . Then  f ( E )  i s
a Z - s e t  i n  M , s o  l e t  g  e V(M) s u c h  t h a t
g ( f  ( E ) ) = H- 1 ( c p ( F ) ) .  D e f i n e  h  o f  X i n t o  j&2 b y  
h = cp o H o g o f .  Then  h i s  t h e  d e s i r e d  e m b e d d i n g .  □
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